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はじめに

本稿は 2019年度に当時の首都大学東京および 2020年度と 2022年度に東京
都立大学で大学院生向けに行った講義の内容をまとめたものである. 講義の目
標はベクトル場や微分形式など多様体の基本的な内容を修得した学生が, シン
プレクティック多様体の基礎を学び具体的な計算を自らの手でできるようにな
ることであった.

本稿はあまりテーマが発散しないように, シンプレクティック多様体を扱う
際に必要となる基本的な内容の解説と, Kähler多様体, 余随伴軌道, シンプレ
クティック商の定義とそれらの基本的な例の紹介に限った. 本来であればトー
リック多様体についても解説したかったのだが, それは筆者の力不足で叶わな
かった. また, Lagrange部分多様体の詳細についても触れることができなかっ
たので, それについては別の機会に述べてみたい.
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第 1章 シンプレクティック多様体

§1.1 シンプレクティック多様体

この節ではまず, 線形代数からの準備としてシンプレクティックベクトル空
間について解説し, 次にシンプレクティック多様体の定義と簡単な例を挙げ, 最
後にシンプレクティック多様体の基本的な性質を述べる.

定義 1.1.1 実ベクトル空間 V 上の交代形式 ω : V × V → Rが非退化, す
なわち u ∈ V が任意の v ∈ V に対して ω(u, v) = 0ならば u = 0となるとき, ω

を V 上のシンプレクティック形式とよび, 組 (V, ω)をシンプレクティックベク
トル空間とよぶ.

V が有限次元のとき, ωが非退化であることと, u ∈ V に対して V の双対空
間 V ∗の元 ω(u, ·) ∈ V ∗を対応させる線形写像が V から V ∗への同型写像にな
ることは同値である.

以下では特に断らない限り, シンプレクティックベクトル空間は有限次元と
する.

補題 1.1.2 シンプレクティックベクトル空間は偶数次元である.

証明 {e1, . . . , em}を V の基底とし, ωij := ω(ei, ej)とする. m次正方行
列 A := [ωij]は, Aの転置行列を tAとすると, ωが交代形式であることから
tA = −Aとなり, また ωが非退化であることから Aは正則行列となる. した
がってAの行列式を detAとすると

detA = det tA

= det (−A)
= (−1)m detA

となり, detA 6= 0と合わせてmは偶数となる. □

シンプレクティックベクトル空間 (V, ω)には, 次の意味で正規化された基底
が存在する. この基底を (V, ω)のシンプレクティック基底とよぶ.

補題 1.1.3 (V, ω)をシンプレクティックベクトル空間とする. このとき V

の基底 {e1, e2, . . . , e2n−1, e2n}で, 各 1 ≤ i, j ≤ nに対して
ω(e2i−1, e2j) = δij, ω(e2i−1, e2j−1) = ω(e2i, e2j) = 0
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となるものが存在する. ただし, δijはKroneckerのデルタである.

証明 シンプレクティックベクトル空間の次元に関する数学的帰納法で示す.

dimV = 2のとき, 0でない任意のベクトル e1に対して ωが非退化であるこ
とから, あるベクトル e′2で ω(e1, e

′
2) 6= 0となるものが存在する. したがって

e2 := e′2/ω(e1, e
′
2)とすると {e1, e2}は (V, ω)のシンプレクティック基底となる.

次に 2k次元シンプレクティックベクトル空間にはシンプレクティック基底が
存在すると仮定する. dimV = 2(k + 1)のとき, 0でない任意のベクトル e1に
対して ωが非退化であることから, あるベクトル e′2で ω(e1, e

′
2) 6= 0となるも

のが存在する. ここで e2 := e′2/ω(e1, e
′
2)とし,

V ′ := {v : v ∈ V, ω(v, e1) = ω(v, e2) = 0}

と定めると, (V ′, ω)は 2k次元シンプレクティックベクトル空間となり帰納法
の仮定から (V ′, ω)のシンプレクティック基底 {e3, e4, . . . , e2k+1, e2k+2}が存在す
る. したがって {e1, e2, . . . , e2k+1, e2k+2}は (V, ω)のシンプレクティック基底と
なる.

以上より任意のシンプレクティックベクトル空間にはシンプレクティック基
底が存在する. □

この補題より, シンプレクティック基底 {e1, e2, . . . , e2n−1, e2n} の双対基底を
{e1, e2, . . . , e2n−1, e2n}とすると, ωは外積を用いて

ω =
n∑
i=1

e2i−1 ∧ e2i

と表されることがわかり, したがって ωの n個の外積 ωn = ω ∧ · · · ∧ ωは
ωn = n!e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2n−1 ∧ e2n

6= 0

となる.

定義 1.1.4 (V, ω)をシンプレクティックベクトル空間とする. V の部分空
間W の ω補空間W ωを

W ω := {v ∈ V :任意のw ∈ W に対してω(v, w) = 0}

と定める. W ⊂ W ωとなるときW を等方的部分空間, W ω ⊂ W となるときW

を余等方的部分空間, W = W ω となるときW を Lagrange部分空間とよぶ.

またW ∩W ω = {0}となるときW をシンプレクティック部分空間とよぶ.
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ここで ωが非退化であることから, 任意の部分空間W に対して

dimW + dimW ω = dimV

が成り立つ. したがってW が等方的部分空間のとき dimW ≤ 1
2
dimV , W

が余等方的部分空間のとき dimW ≥ 1
2
dimV , W が Lagrange部分空間のと

き dimW = 1
2
dimV となる. また, シンプレクティック部分空間W に対して

(W,ω)は再びシンプレクティックベクトル空間となる.

以上でシンプレクティックベクトル空間の準備を終え, ここからシンプレク
ティック多様体の定義と簡単な例を挙げ, さらにシンプレクティック多様体の
基本的な性質について解説する.

以下では特に断らない限り, 多様体M はC∞級とする.

定義 1.1.5 M 上の 2次微分形式 ωが次の条件を満たすとき, ωをM 上の
シンプレクティック形式とよび, 組 (M,ω)をシンプレクティック多様体とよぶ.

• 各点 p ∈M において ωp : TpM × TpM → Rは非退化.

• ωは閉形式, すなわち dω = 0.

以下に基本的なシンプレクティック多様体の例を挙げる.

例 1.1.6 ユークリッド空間R2nの座標を (x1, y1, . . . , xn, yn)とするとき

ωR2n :=
n∑
i=1

dxi ∧ dyi

はR2n上のシンプレクティック形式となる. このωR2nをR2n上の標準的なシン
プレクティック形式とよぶ. また, 商空間 T 2n := R2n/Z2nの局所座標をそのま
ま (x1, y1, . . . , xn, yn)と表すと, T 2n上の 2次微分形式 ωT 2n :=

∑n
i=1 dxi ∧ dyi

もシンプレクティック形式となる.

例 1.1.7 C∞級多様体Lに対して, T ∗
q Lを点 q ∈ Lにおける余接空間とし,

Lの余接束 T ∗Lを

T ∗L := {(q, p) : q ∈ L, p ∈ T ∗
q L}
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と定める. また, 射影 π : T ∗L → Lを π(q, p) := qとする. このとき, T ∗L上の
1次微分形式 λT ∗Lを T ∗Lの点 (q, p)において

(λT ∗L)(q,p) := π∗p ∈ T ∗
(q,p)T

∗L

と定めると, T ∗L上の 2次微分形式 ωT ∗L := −dλT ∗Lはシンプレクティック形
式となる. この λT ∗Lを Liouville形式, ωT ∗Lを T ∗L上の標準的なシンプレク
ティック形式とよぶ.

実際に, ωT ∗Lが各点 (q, p) ∈ T ∗Lにおいて非退化であることを局所座標系を
用いて確かめる. 点 q ∈ Lを含む座標近傍U ⊂ LをRnの開集合と同一視する.

U の点を x = (x1, . . . , xn)と表し, また y ∈ T ∗
xU を y =

∑n
i=1 yi(dxi)xと表し,

点 (x, y) ∈ T ∗U と点 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ U × Rnを同一視する. このとき

(λT ∗L)(x,y) =
n∑
i=1

yi(dxi)(x,y) ∈ T ∗
(x,y)T

∗U

となり, したがって, ωT ∗L =
∑n

i=1 dxi ∧ dyiはU ×Rnの各点において非退化で
ある.

例 1.1.8 2次元多様体M 上の 2次微分形式 ωは自動的に dω = 0となる.

また, 点 p ∈ M において ωpが非退化であることと, ωp 6= 0であることが同値
である. したがって, 2次元多様体M 上の 2次微分形式 ωがシンプレクティッ
ク形式であることと, 各点 p ∈M において ωp 6= 0であることが同値である.

これらの他にもシンプレクティック多様体の重要な例としてKähler多様体
が挙げられるが, Kähler多様体については第 2章で解説する.

シンプレクティックベクトル空間の性質よりシンプレクティック多様体 (M,ω)

の各点 p ∈M における接空間 TpM は偶数次元であり, またM の次元を 2nと
すると ωnp 6= 0である. これより次の補題が成り立つ.

補題 1.1.9 シンプレクティック多様体 (M,ω)は偶数次元で向き付け可能
である.

また各点 p ∈ M において ωnp 6= 0より, M が閉多様体ならば ωnの表す de

Rhamコホモロジー類 [ωn]は [ωn] 6= 0となる. したがって ωの表す de Rham

コホモロジー類 [ω]は 1 ≤ k ≤ nを満たす自然数 kに対して [ω]k 6= 0となり次
の補題が成り立つ.
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補題1.1.10 シンプレクティック多様体 (M,ω)の次元を2nとし, ωの表すde

Rhamコホモロジー類を [ω]とする. このときMが閉多様体ならば, 1 ≤ k ≤ n

を満たす自然数 kに対して [ω]k 6= 0となる.

この補題より, n ≥ 2の場合, 2n次元球面 S2nの 2次の de Rhamコホモロ
ジー類は 0になるので, S2n上にはシンプレクティック形式は存在しないこと
がわかる.

注意として (M,ω)が非コンパクトの場合は必ずしも [ω] 6= 0になるとは限ら
ない. 例えば余接束 T ∗Lの標準的なシンプレクティック形式 ωT ∗Lは完全形式
なので [ωT ∗L] = 0となる.

シンプレクティック多様体の局所的な構造については, 次のDarbouxの定理
が成り立つ. 証明は§1.2で与える.

定理1.1.11（Darbouxの定理） 2n次元シンプレクティック多様体 (M,ω)

の各点 p ∈ M に対して, pのある近傍 U ⊂ M と像への微分同相写像 φ : U →
R2nで φ∗ωR2n = ωを満たすものが存在する.

一般に, Riemann多様体は局所的に Euclid空間の開集合と等長的になると
は限らない. 一方で, Darbouxの定理は任意のシンプレクティック多様体は局
所的にはすべてEuclid空間の開集合とシンプレクティック多様体として同型に
なるということを示している. したがってその意味において, シンプレクティッ
ク多様体には局所的な構造の違いはないといえる.

シンプレクティック多様体の大域的な構造については, 次のMoserの定理が
基本である. 証明は [9]などを参照.

定理 1.1.12（Moserの定理） M を閉多様体とする. ωtをパラメータ tに
C∞級に依存するM上のシンプレクティック形式で,各ωtの表すde Rhamコホ
モロジー類が等しいとする. このとき微分同相写像φt :M →M でφ∗

tωt = ω0,

φ0 = idM を満たすものが存在する. ただし idM :M →M は恒等写像とする.

閉多様体であるシンプレクティック多様体を閉シンプレクティック多様体と
よぶことにする. Moserの定理より閉シンプレクティック多様体のシンプレク
ティック微分同相類の連続変形は, シンプレクティック形式の表す de Rhamコ
ホモロジー類により決まるといえる.
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§1.2 シンプレクティック多様体の局所理論

この節ではDarbouxの定理（定理 1.1.11）の証明を与える.

以下では多様体U上のk次微分形式全体をΩk(U)とし, C∞級写像F : [0, 1]×
U → U に対して f0 : U → U と f1 : U → U をそれぞれ f0(x) := F (0, x),

f1(x) := F1(1, x)とする. また, 区間 [0, 1]の座標を tとするとき, ζ ∈ Ωk(U)

に対して F ∗ζ ∈ Ωk([0, 1] × U)を dt成分を持たない ξ ∈ Ωk([0, 1] × U)と
η ∈ Ωk−1([0, 1]× U)を用いて F ∗ζ = ξ + dt ∧ ηと表し

H(ζ) :=

∫ 1

0

η dt ∈ Ωk−1(U)

と定める. このとき線形写像H : Ωk(U) → Ωk−1(U)は f ∗
1 ζ − f ∗

0 ζ = d(H(ζ)) +

H(dζ)を満たし, さらに次の補題が成り立つ.

補題 1.2.1 U を C∞級多様体, N を U の部分多様体とする. また, C∞級
写像 F : [0, 1]× U → U が次を満たすとする.

(1) 各 (t, p) ∈ [0, 1]×N に対して F (t, p) = p.

(2) 各点 x ∈ U に対して F (0, x) ∈ N .

(3) 各点 x ∈ U に対して F (1, x) = x.

また, ζ ∈ Ωk(U)が次の条件を満たすとする.

(4) dζ = 0.

(5) 各点 p ∈ N において ζp = 0.

このとき ζ = d(H(ζ)), かつ各点 p ∈ N においてH(ζ)p = 0となる.

証明 まず, (3)より f ∗
1 ζ = ζ, かつ (2)(5)より f ∗

0 ζ = 0となる. したがって,

(4)と f ∗
1 ζ − f ∗

0 ζ = d(H(ζ)) + H(dζ)より, ζ = d(H(ζ))を得る. 次に, F ∗ζ ∈
Ωk([0, 1] × U)を dt成分を持たない ξ ∈ Ωk([0, 1] × U)と η ∈ Ωk−1([0, 1] × U)

を用いてF ∗ζ = ξ+ dt∧ ηと表すと, (1)より任意の (t, p) ∈ [0, 1]×Nに対して
(F ∗ζ)(t,p)は dt成分を持たないので η(t,p) = 0となる. したがって, 各点 p ∈ N

において
H(ζ)p =

∫ 1

0

η(t,p)dt = 0
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となる. □

C∞級多様体M上のベクトル場Xが生成するイソトピーを {φt}とする. す
なわち, 微分同相写像 φt :M →M は微分方程式

d

dt
φt = X ◦ φt, φ0 = idM

により定まるものとする. ただし, idM はM の恒等写像, d
dt
φt = X ◦ φtは各点

p ∈ M に対して d
dt
φt(p) = Xφt(p)を意味するものとする. このとき, X による

微分形式 ζの Lie微分 LXζを

LXζ := lim
h→0

φ∗
hζ − ζ

h

と定める. また, Xによる k次微分形式 ζの内部積 iXζを, 点 p ∈ M における
接ベクトル u1, . . . , uk−1に対して

(iXζ)p(u1, . . . , uk−1) := ζp(Xp, u1, . . . , uk−1)

と定める. このとき, Cartanの公式

LX = d ◦ iX + iX ◦ d

が成り立つ. 証明は [5]などを参照.

多様体M 上の Riemann計量 g を一つ固定する. M の部分多様体 N の点
p ∈ N において, N の接空間 TpN の直交補空間 TpN

⊥を

TpN
⊥ := {u ∈ TpM :任意の v ∈ TpN に対して gp(u, v) = 0}

とし, 法束 TN⊥を

TN⊥ := {(p, u) : p ∈ N, u ∈ TpN
⊥}

と定める. また, 点 p ∈ M における指数写像を expp : TpM → M とし, さらに
写像 exp : TM → M を exp(p, u) := expp uと定める. ここでN がコンパクト
ならば, 十分小さい ε > 0に対して exp : {(p, u) ∈ TN⊥ :

√
gp(u, u) < ε} →M

は像 Uεへの微分同相写像となり, UεはN の管状近傍となる.

定理 1.2.2 M をC∞級閉多様体, N をM のコンパクトな部分多様体とす
る. また, ω0, ω1をN の近傍上のシンプレクティック形式で, 各点 p ∈ N にお
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いて (ω0)p = (ω1)pとする. このとき, N のある管状近傍 U ⊂ M と, 像への微
分同相写像 φ : U →M で, φのN への制限 φ|N が φ|N = idN , かつ φ∗ω1 = ω0

となるものが存在する.

証明 ε > 0を十分小さくとり, Uε := {exp(p, u) | (p, u) ∈ TN⊥,
√
gp(u, u) <

ε}がN の管状近傍となるようにする. 点 x ∈ Uεに対して exp−1(x) = (p, u)と
表すとき, C∞級写像 F : [0, 1]× Uε → Uεを F (t, x) := expp tuと定めると,

• 各 (t, p) ∈ [0, 1]×N に対して F (t, p) = p,

• 各点 x ∈ Uεに対して F (0, x) ∈ N ,

• 各点 x ∈ Uεに対して F (1, x) = x

を満たす. また, ζ := ω1 − ω0とすると,

• dζ = 0,

• 各点 p ∈ N において ζp = 0

を満たす. したがって, 補題 1.2.1より, ζ = d(H(ζ)), かつ各点 p ∈ N において
H(ζ)p = 0となる.

次に, t ∈ [0, 1]に対して ωt := ω0 + tζとすると, 各点 p ∈ N において ζp = 0

となることより, 0 < δ < εが十分小さいとき ωtは Uδ := {exp(p, u) | (p, u) ∈
TN⊥,

√
gp(u, u) < δ}上で非退化であるとしてよい. また, Uδ上のベクトル場

Xtを
iXtωt = −H(ζ)

により定めると, 各点 p ∈ N においてH(ζ)p = 0より (Xt)p = 0となり, した
がって d

dt
φt = Xt ◦ φt, φ0 = idUδ

より定まるイソトピー {φt}は, N の十分小さ
い管状近傍U ⊂ Uδに対して 0 ≤ t ≤ 1でφt(U) ⊂ Uδ, かつφt|N = idN となる.

また, Cartanの公式と ζ = d(H(ζ))より
d

dt
φ∗
tωt = lim

h→0

φ∗
t+hωt+h − φ∗

tωt

h

= φ∗
t (LXtωt +

d

dt
ωt)

= φ∗
t (d(iXtωt) + iXt(dωt) +

d

dt
ωt)

= φ∗
t (−ζ + iXt0 + ζ)
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= 0

となり, φ∗
1ω1 = ω0を得る. したがって φ := φ1とすれば, U はN の管状近傍

で, 像への微分同相写像 φ : U → M は φ|N = idN , かつ φ∗ω1 = ω0を満たす.

□

ここで特に, シンプレクティック多様体 (M,ω)の任意の点 p ∈ M に対して
N := {p}とすれば, 次のDarbouxの定理を得る.

定理 1.2.3（Darbouxの定理） 2n次元シンプレクティック多様体 (M,ω)

の各点 pに対して, pのある近傍 U ⊂ M と, 像への微分同相写像 φ : U → R2n

で, φ∗ωR2n = ωとなるものが存在する.

証明 点 p ∈Mに対して, {e1, . . . , e2n}を (TpM,ωp)のシンプレクティック基
底, {e1, . . . , e2n}をその双対基底とする. はじめに, 点 pを含む座標近傍 (U ′, ψ)

をとり,その局所座標を (w1, . . . , w2n)とし, ek =
∑2n

j=1 akj(dwj)pより定数akjを
定める. 次に, 新たな局所座標 (x1, y1, . . . , xn, yn)を xi :=

∑2n
j=1 a2i−1 jwj, yi :=∑2n

j=1 a2i jwjにより定めると, (dxi)p = e2i−1, (dyi)p = e2iより ψ∗∑n
i=1(dxi)p ∧

(dyi)p = ωpとなる. ここで U ′上 ω0 := ω, ω1 := ψ∗∑n
i=1 dxi ∧ dyiとすると,

定理 1.2.2よりN := {p}の近傍 U ⊂ U ′と, 像への微分同相写像 ϕ : U → U ′

で ϕ(p) = p, かつ ϕ∗ω1 = ω0となるものが存在する. したがって, φ := ψ ◦ ϕ :

U → R2nとすれば φ∗∑n
i=1 dxi ∧ dyi = ωとなる. □

§1.3 Hamiltonベクトル場

この節ではHamiltonベクトル場の定義と基本的な性質について解説する.

定義 1.3.1 (M1, ω1), (M2, ω2)をシンプレクティック多様体とする. 微分同
相写像 f : M1 → M2が f ∗ω2 = ω1を満たすとき, f をシンプレクティック微分
同相写像とよぶ.

例 1.3.2 L1, L2を C∞級多様体とし, g : L1 → L2を微分同相写像とする.

このとき余接ベクトルの引き戻し g∗ : T ∗L2 → T ∗L1を改めて f : T ∗L2 → T ∗L1

と書くと, f は微分同相写像で f ∗ωT ∗L1 = ωT ∗L2となり, g∗はシンプレクティッ
ク微分同相写像である.

定義より直ちにシンプレクティック微分同相写像の合成はシンプレクティッ
ク微分同相写像であることがわかる. また, シンプレクティック微分同相写像
の逆写像もシンプレクティック微分同相写像である. 特に, シンプレクティック
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多様体 (M,ω)に対して微分同相写像 f :M →M が f ∗ω = ωを満たすとき, f

をシンプレクティック自己同型写像とよぶ. シンプレクティック自己同型写像
全体 Symp(M,ω)は写像の合成に関して群となる. Symp(M,ω)を (M,ω)のシ
ンプレクティック微分同相群とよぶ.

シンプレクティック多様体 (M,ω)上のベクトル場X に対して, X による ω

の内部積 iXω := ω(X, ·)はM 上の 1次微分形式となる. この対応は ωがM の
各点で非退化であることからM 上のベクトル場と 1次微分形式の間の 1対 1

の対応を与える. このとき, M 上の 1次の閉形式と完全形式に対応するベクト
ル場が以下で定義するシンプレクティックベクトル場とHamiltonベクトル場
である.

定義1.3.3 シンプレクティック多様体 (M,ω)上のベクトル場Xがd(iXω) =

0を満たすとき, Xをシンプレクティックベクトル場とよぶ.

補題 1.3.4 (M,ω)をシンプレクティック多様体, {φt}をパラメータ tに依
存するM 上のベクトル場 Xtが生成するイソトピー, すなわち微分同相写像
φt :M →M は微分方程式

d

dt
φt = Xt ◦ φt, φ0 = idM

により定まるものとする. ただし, idM はMの恒等写像, d
dt
φt = Xt ◦φtは各点

p ∈ M に対して d
dt
φt(p) = (Xt)φt(p)を意味するものとする. このとき, 各 tに

対してφ∗
tω = ωであることと, Xtがシンプレクティックベクトル場であること

は同値である.

証明 ベクトル場Xによる ωの Lie微分 LXωの定義は

LXω := lim
h→0

φ∗
hω − ω

h

であったので, Cartanの公式 LX = d ◦ iX + iX ◦ dと dω = 0より
d

dt
φ∗
tω = lim

h→0

φ∗
t+hω − φ∗

tω

h
= φ∗

tLXtω

= φ∗
t (d(iXtω) + iXt(dω))

= φ∗
td(iXtω)
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となり, したがって, 各 tに対して d
dt
φ∗
tω = 0すなわち φ∗

tω = φ∗
0ω = ωである

ことと, d(iXtω) = 0すなわちXtがシンプレクティックベクトル場であること
は同値である. □

定義 1.3.5 シンプレクティック多様体 (M,ω)上のC∞級関数H :M → R
に対して, M 上のベクトル場 XH が dH = iXH

ω を満たすとき, XH を H の
Hamiltonベクトル場とよぶ. また, HをHamilton関数という.

シンプレクティック形式 ωが各点において非退化であることから, Hに対し
てXHが一意的に存在する. また特に, Hamiltonベクトル場はシンプレクティッ
クベクトル場である.

例 1.3.6 R2n上の標準的なシンプレクティック形式 ωR2n とH : R2n → R
から定まるHamiltonベクトル場XH は

XH =
n∑
i=1

{∂H
∂yi

( ∂

∂xi

)
− ∂H

∂xi

( ∂

∂yi

)}
となる.

Hamiltonベクトル場XHが生成するイソトピー {φt}について次の補題が成
り立つ.

補題 1.3.7 各点 p ∈M に対してH(φt(p)) = H(p).

証明 Hamiltonベクトル場の定義より dH(XH) = ω(XH , XH) = 0. した
がって

d

dt
H(φt(p)) = (dH)φt(p)((XH)φt(p))

= 0.

これよりH(φt(p)) = H(φ0(p)) = H(p)である. □

このことから特に, H の値は XH の積分曲線に沿って変わらないことがわ
かる.

以下ではさらに, Hamilton関数がパラメータに依存する場合を考える.

定義 1.3.8 (M,ω)をシンプレクティック多様体とする. C∞ 級関数 H :

[0, 1]×M → Rに対してHt(x) := H(t, x)とし, XHtをHtのHamiltonベクト
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ル場とする. このとき, 微分方程式
d

dt
φt = XHt ◦ φt, φ0 = idM

により定まるイソトピー{φt}を{Ht}が生成するHamiltonイソトピーとよぶ.

特に, 各 tに対してXHtはシンプレクティックベクトル場なので, φ∗
tω = ωと

なる.

次の補題より, Hamiltonイソトピーの合成は再び Hamiltonイソトピーと
なる.

補題 1.3.9 {φt}を {Ht}が生成するHamiltonイソトピー, {ψt}を {Gt}が
生成するHamiltonイソトピーとする. このとき {φt ◦ ψt}は {Ht + Gt ◦ φ−1

t }
が生成するHamiltonイソトピーとなる.

証明 (φ−1
t )∗ω = ωより, 各点 q ∈ M に対して (φ−1

t )∗ωφ−1
t (q) = ωqであるこ

とに注意すると, u ∈ TqM に対して

(d(Gt ◦ φ−1
t ))q(u) = (dGt)φ−1

t (q)((φ
−1
t )∗qu)

= ωφ−1
t (q)((XGt)φ−1

t (q), (φ
−1
t )∗qu)

= (φ−1
t )∗ωφ−1

t (q)((φt∗)φ−1
t (q)(XGt)φ−1

t (q), u)

= ωq((φt∗)φ−1
t (q)(XGt)φ−1

t (q), u)

となり
(XGt◦φ−1

t
)q = (φt∗)φ−1

t (q)(XGt)φ−1
t (q)

を得る. ここで特に q = (φt ◦ ψt)(p)とすると

(XGt◦φ−1
t
)(φt◦ψt)(p) = (φt∗)ψt(p)(XGt)ψt(p).

したがって
d

dt
(φt ◦ ψt)(p) = (XHt)(φt◦ψt)(p) + (φt∗)ψt(p)(XGt)ψt(p)

= (XHt)(φt◦ψt)(p) + (XGt◦φ−1
t
)(φt◦ψt)(p)

= (XHt+Gt◦φ−1
t
)(φt◦ψt)(p)

より {φt ◦ ψt}は {Ht +Gt ◦ φ−1
t }が生成するHamiltonイソトピーとなる. □
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特に, Gt := −Ht ◦ φtとすると φt ◦ ψt = idM となり, 次の補題を得る.

補題 1.3.10 {φt}がHamiltonイソトピーならば, {φ−1
t }もHamiltonイソ

トピーである.

定義 1.3.11 シンプレクティック自己同型写像 φに対して, あるHamilton

イソトピー {φt}が存在して φ = φ1となるとき φをHamilton微分同相写像
とよぶ.

補題 1.3.10よりHamilton微分同相写像の合成はHamilton微分同相写像とな
り, また補題 1.3.11よりHamilton微分同相写像の逆写像もHamilton微分同相
写像となる. したがってHamilton微分同相写像全体Ham(M,ω)はSymp(M,ω)

の部分群となる. Ham(M,ω)を (M,ω)のHamilton微分同相群とよび, さら
に次の補題よりHam(M,ω)は Symp(M,ω)の正規部分群となることがわかる.

補題 1.3.12 {φt}を {Ht}が生成する Hamiltonイソトピー, ψ : M → M

をシンプレクティック微分自己同型写像とする. このとき {ψ ◦ φt ◦ ψ−1}は
{Ht ◦ ψ−1}が生成するHamiltonイソトピーとなる.

証明 (ψ−1)∗ω = ωより, 各点 p ∈M に対して (ψ−1)∗ωψ−1(p) = ωpであるこ
とに注意すると, u ∈ TpM に対して

(d(Ht ◦ ψ−1))p(u) = (dHt)ψ−1(p)((ψ
−1
∗ )pu)

= ωψ−1(p)((XHt)ψ−1(p), (ψ
−1
∗ )pu)

= (ψ−1)∗ωψ−1(p)((ψ∗)ψ−1(p)(XHt)ψ−1(p), u)

= ωp((ψ∗)ψ−1(p)(XHt)ψ−1(p), u)

となり
(XHt◦ψ−1)p = (ψ∗)ψ−1(p)(XHt)ψ−1(p)

を得る. したがって
d

dt
(ψ ◦ φt ◦ ψ−1)(p) = (ψ∗)ψ−1(p)(XHt)ψ−1(p)

= (XHt◦ψ−1)p

より {ψ ◦ φt ◦ ψ−1}は {Ht ◦ ψ−1}が生成するHamiltonイソトピーとなる. □
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§1.4 Lagrange部分多様体

この節ではシンプレクティック多様体の重要な部分多様体である Lagrange

部分多様体の定義と基本的な例について解説する.

定義 1.4.1 (M,ω)をシンプレクティック多様体とする. M の部分多様体
Lの各点 p ∈ Lにおいて TpLがシンプレクティックベクトル空間 (TpM,ωp)の
Lagrange部分空間となるとき, LをLagrange部分多様体とよぶ.

この定義は次のように言い換えることができる.

定義 1.4.2 (M,ω)を 2n次元シンプレクティック多様体とする. M の部分
多様体 Lが次の条件を満たすとき, Lを Lagrange部分多様体という.

• dimL = n, すなわち limL = 1
2
dimM .

• ω|TL = 0, すなわち各点 p ∈ Lにおいて ωpを TpLに制限すると 0.

ω|TL = 0という条件は包含写像 i : L → M を用いると i∗ω = 0と言い換え
ることができる. この観点から, n次元多様体 Lから 2n次元シンプレクティッ
ク多様体 (M,ω)へのはめ込み i : L → M が i∗ω = 0を満たすとき, i : L → M

をLagrangeはめ込みとよぶ.

同様に, 等方的部分多様体, 余等方的部分多様体, シンプレクティック部分多
様体を定義することができる.

以下に基本的な Lagrange部分多様体の例を挙げる.

例 1.4.3 R2nの実部分空間Rn := {(x1, y1, . . . , xn, yn) : yi = 0, 1 ≤ i ≤ n}
は ωR2nに関して Lagrange部分多様体である.

例 1.4.4 2次元シンプレクティック多様体の 1次元部分多様体は Lagrange

部分多様体である.

例1.4.5 シンプレクティック多様体 (M,ω)に対して,直積多様体M×Mか
ら第1成分への射影をπ1 :M×M →M ,第2成分への射影をπ2 :M×M →M

とする. このとき, ωM×M := −π∗
1ω + π∗

2ωはM ×M 上のシンプレクティック
形式となり, 対角集合

∆ := {(p, p) : p ∈M}
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は (M ×M,ωM×M)の Lagrange部分多様体である.

例 1.4.6 T ∗Lのゼロ切断 0T ∗L := {(q, 0q) : q ∈ L, 0q := 0 ∈ T ∗
q L}および

ファイバー T ∗
q Lは ωT ∗Lに関して Lagrange部分多様体である. さらに Lの部

分多様体 S ⊂ Lに対して, Sの余法束ΛSを

ΛS := {(q, p) ∈ T ∗L : q ∈ S, 任意の u ∈ TqSに対して p(u) = 0}

と定めると, ΛSも ωT ∗Lに関して Lagrange部分多様体となる.

特に 0T ∗L = ΛL, T
∗
q L = Λ{q}である.

補題 1.4.7 C∞級多様体 L上の 1次微分形式 ηのグラフ graph(η) ⊂ T ∗L

を
graph(η) := {(q, ηq) : q ∈ L}

と定める. このとき, graph(η)が ωT ∗Lに関して Lagrange部分多様体であるこ
とと, dη = 0であることは同値である.

証明 局所座標を用いて示す. 点 q ∈ Lを含む座標近傍 U ⊂ Lを Rn の
開集合と同一視する. U の点を x = (x1, . . . , xn)と表し, また y ∈ T ∗

xU を
y =

∑n
i=1 yi(dxi)xとするとき, 点 (x, y) ∈ T ∗U と点 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈

U ×Rnを同一視する. このときU 上の 1次微分形式 η :=
∑n

i=1 ηidxiのグラフ
graph(η) ⊂ T ∗U ∼= U × Rnは

graph(η) = {(x1, . . . , xn, η1(x), . . . , ηn(x)) : (x1, . . . , xn) ∈ U}

と表され,

ξi :=
( ∂

∂xi

)
(x,ηx)

+
n∑
j=1

∂ηj
∂xi

(x)
( ∂

∂yj

)
(x,ηx)

, 1 ≤ i ≤ n

は T(x,ηx)graph(η)の基底となる. すると ωT ∗L =
∑n

k=1 dxk ∧ dykより

(ωT ∗L)(x,η(x))(ξi, ξj) =
∂ηi
∂xj

− ∂ηj
∂xi

となる. したがって graph(η)が ωT ∗Lに関して Lagrange部分多様体であるこ
とと, 各 1 ≤ i, j ≤ nに対して ∂ηi/∂xj = ∂ηj/∂xi すなわち dη = 0であること
は同値である. □
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φ :M →Mをシンプレクティック自己同型写像とするとφ∗ω = ωより,Mの
Lagrange部分多様体Lのφによる像φ(L)は再びLagrange部分多様体となる.

この観点から, dη = 0のとき graph(η)が Lagrange部分多様体となることを示
すこともできる. π : T ∗L→ Lを射影とし, L上の 1次微分形式 η :=

∑n
i=1 ηidxi

に対して π∗ηは T ∗L上の 1次微分形式となる. このとき, T ∗L上のベクトル場
Xを π∗η = iXωT ∗Lにより定めると, Xは局所座標を用いて

X = −
n∑
i=1

ηi

( ∂

∂yi

)
となり, −Xが生成するイソトピーを {φt}とすると φ1(0T ∗L) = graph(η)とな
る. したがって, dη = 0のとき φ1はシンプレクティック自己同型写像であり,

0T ∗Lは Lagrange部分多様体であるので graph(η)は Lagrange部分多様体とな
る. 特に L上の C∞級関数 f : L → Rにより η = df となっている場合, {φt}
は π∗f : T ∗L → Rを Hamilton関数とする Hamiltonイソトピーとなるので,

graph(df)は 0T ∗LのHamilton微分同相写像による像となる.

(V, ω)をシンプレクティックベクトル空間, gを V 上の内積とする. ωと gの
非退化性から, u ∈ V に対して g(u, ·) = ω(f(u), ·)により f(u) ∈ V を対応させ
る線型写像 f : V → V は同型写像となる. ここでW ⊂ V を Lagrange部分空
間, W⊥をW の直交補空間, すなわち

W⊥ := {v :任意のw ∈ W に対して g(v, w) = 0}

とすると, u ∈ W⊥ならば f(u) ∈ W であることがわかる. したがって, 線型写
像 f : W⊥ → W は同型写像で, さらに u ∈ W⊥に対してW の双対空間W ∗の
元 g(f(u), ·) ∈ W ∗を対応させる線型写像もW⊥からW ∗への同型写像となる.

次に, Lをシンプレクティック多様体 (M,ω)の Lagrange部分多様体とし, g

をM 上のRiemann計量とする. このとき, 点 p ∈ Lおいて u ∈ TpL
⊥に対して

gp(u, ·) = ωp(fp(u), ·)により fp(u) ∈ TpLを対応させるベクトル束の同型写像
を f : TL⊥ → TLとし, さらに, u ∈ TpL

⊥に対して gp(fp(u), ·) ∈ T ∗
pLを対応さ

せるベクトル束の同型写像をχ : TL⊥ → T ∗Lとする. また,点 p ∈Mにおける
指数写像を expp : TpM →M とし, 写像 exp : TM →M を exp(p, u) := expp u

と定め, さらに expのTL⊥への制限を exp |TL⊥とする. ここで, ε > 0に対して

Uε(0TL⊥) := {(p, u) : p ∈ L, u ∈ TpL
⊥,

√
gp(u, u) < ε}
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と定めると, Lがコンパクトならば, 十分小さい ε > 0に対して, 写像 exp |TL⊥ :

Uε(0TL⊥) → M は像 Uεへの微分同相写像となり, Uεは Lの管状近傍となる.

したがって, 写像 χ ◦ (exp |TL⊥)−1 : Uε → T ∗Lは Lの管状近傍 Uεから T ∗Lの
ゼロ切断の管状近傍への微分同相写像となる.

特にこのことから, Lの自己交点数は T ∗Lのゼロ切断の自己交点数, すなわ
ち Lの Euler数に一致することがわかる. 例えば, (R2n, ωR2n)のコンパクトな
Lagrange部分多様体 Lの自己交点数は 0なので, Lの Euler数は 0となる.

さらに, Lagrange部分多様体Lの管状近傍のシンプレクティック構造は T ∗L

のゼロ切断の管状近傍のシンプレクティック構造と同型であることがいえる.

証明は§1.5で与える.

定理 1.4.8（Lagrange管状近傍定理） シンプレクティック多様体 (M,ω)

のコンパクトなLagrange部分多様体Lに対して, Lの管状近傍U ⊂Mと像へ
の微分同相写像φ : U → T ∗Lでφ(L) = 0T ∗Lかつφ∗ωT ∗L = ωとなるものが存
在する.

定理 1.4.8と補題 1.4.7の後の注意より Lagrange部分多様体Lの無限小変形
は Lの閉 1次形式により決まるといえ, さらにHamilton微分同相写像で移り
合う Lagrange部分多様体を同値とすると, Lagrange部分多様体Lの同値類の
無限小変形は Lの 1次の de Rhamコホモロジー類により決まるといえる.

§1.5 Lagrange管状近傍定理

この節では Lagrange管状近傍定理（定理 1.4.8）の証明を与える. まずは線
形代数の準備からはじめる.

命題 1.5.1 V を 2n次元ベクトル空間, ω0, ω1 : V × V → Rをシンプレク
ティック形式, すなわち V 上の非退化な交代形式とする. また, n次元部分空間
W ⊂ V は ω0と ω1の両方に関して Lagrange部分空間とする. このとき, 線形
同型写像 f : V → V で
(1) 任意の u ∈ W に対して f(u) = u,

(2) 任意の u, v ∈ V に対して ω0(u, v) = ω1(f(u), f(v))

を満たすものが存在する. さらに, この条件 (1)(2)を満たす V から V への線形
同型写像 f1, . . . , fN と,

∑N
α=1 λα = 1, λα > 0を満たす実数 λ1, . . . , λN に対し

て, f :=
∑N

α=1 λαfα : V → V は線形同型写像で再び条件 (1)(2)を満たす.
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証明 V の部分空間W ′ を V = W ⊕ W ′ となるように取り, e1, . . . , en を
W の基底, en+1, . . . , e2nをW ′の基底とする. このとき ω0は, ある n次正則行
列 A0と tB0 = −B0を満たす n次正方行列 B0を用いて, u =

∑2n
i=1 uiei, v =∑2n

j=1 vjej ∈ V に対して

ω0(u, v) =
[
u1 · · · u2n

] [ 0 A0

−tA0 B0

] v1...
v2n


と表され, 同様に ω1についてもある n次正則行列A1と tB1 = −B1を満たす n

次正方行列B1を用いて,

ω1(u, v) =
[
u1 · · · u2n

] [ 0 A1

−tA1 B1

] v1...
v2n


と表される. 次にEをn次単位行列とし, 線型写像 f : V → V をu =

∑2n
i=1 uiei

に対して

f(u) :=
[
e1 · · · e2n

] [E F

0 H

] u1...
u2n


とすると, f は条件 (1)を満たし, 条件 (2)は[

0 A0

−tA0 B0

]
=

[
E 0
tF tH

][
0 A1

−tA1 B1

][
E F

0 H

]

=

[
0 A1H

−tH tA1 −tH tA1F + tFA1H + tHB1H

]

と同値である. 特にこれよりH = A−1
1 A0となり, H は正則行列なので f は同

型写像となる. さらに,

F :=
1

2
(tA−1

0
tB0 +

tA−1
1

tB1A
−1
1 A0)

はB0 = −tH tA1F + tFA1H + tHB1Hを満たし, したがって, 条件 (1)(2)を満
たす線形同型写像 f : V → V が存在する.
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次に, 線形同型写像 fα, fβ : V → V を u =
∑2n

i=1 uieiに対して

fα(u) :=
[
e1 · · · e2n

] [E Fα
0 Hα

] u1...
u2n

 ,

fβ(u) :=
[
e1 · · · e2n

] [E Fβ
0 Hβ

] u1...
u2n


と表し, fαと fβ は両方とも条件 (2)を満たすとする. このとき, Hα = Hβ =

A−1
1 A0であり, さらに

B0 = −tHβ
tA1Fβ +

tFβA1Hβ +
tHβB1Hβ,

B0 = −tHα
tA1Fα +

tFαA1Hα +
tHαB1Hα

の辺々差をとって整理すると

0 = −tA0(Fβ − Fα) +
t(Fβ − Fα)A0

となる. したがって, C := tA0(Fβ − Fα)とおくと tC = C であり, Fβ =

Fα +
tA−1

0 Cと表すことができる. また逆に, tC = Cとなる n次正方行列Cに
対して Fβ := Fα + tA−1

0 C, Hβ := A−1
1 A0とおくと, fαが条件 (1)(2)を満たす

とき fβも条件 (1)(2)を満たす.

仮定の各 fαに対応する行列を Fα, Hαとすると, Hα = A−1
1 A0であり, また

tCα = Cαとなる n次正方行列Cαが存在して Fα = F1 +
tA−1

0 Cαと表すことが
できる. したがって, f :=

∑N
α=1 λαfαに対応する行列 F,Hは

H =
N∑
α=1

λαHα = A−1
1 A0,

F =
N∑
α=1

λαFα = F1 +
tA−1

0

N∑
α=1

λαCα

となるが, C :=
∑N

α=1 λαCαも tC = Cを満たすので, fは条件 (1)(2)を満たす.

□

ここで, 1.4節で与えたベクトル束の同型写像 χ : TL⊥ → T ∗Lを用意し, 以
下の定理を証明する.
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定理 1.5.2（Lagrange管状近傍定理） シンプレクティック多様体 (M,ω)

のコンパクトなLagrange部分多様体Lに対して, Lの管状近傍U ⊂Mと像へ
の微分同相写像φ : U → T ∗Lでφ(L) = 0T ∗Lかつφ∗ωT ∗L = ωとなるものが存
在する.

証明 ベクトル束の同型写像 χ : TL⊥ → T ∗Lを全空間の間の微分同相写
像と見なすと, χ∗ωT ∗Lは全空間 TL⊥上のシンプレクティック形式であり, ま
た, 指数写像の制限 exp |TL⊥ : TL⊥ → M による ω引き戻し exp |∗

TL⊥ωも全
空間 TL⊥上のシンプレクティック形式である. そして, TL⊥のゼロ切断 0TL⊥

は χ∗ωT ∗Lと exp |∗
TL⊥ωの両方に関して Lagrange部分多様体となる. ここで,

T(p,0)TL
⊥ = TpL⊕ TpL

⊥であることに注意する.

{Uα}を各 TL|Uα が自明束になる Lの開被覆とする. まず, 命題 1.5.1より,

ベクトル束の同型写像 fα : (TL⊕ TL⊥)|Uα → (TL⊕ TL⊥)|Uαを, 各点 p ∈ Uα
において,

• 任意の u ∈ TpLに対して (fα)p(u) = u,

• 任意の u, v ∈ TpL⊕ TpL
⊥に対して

(exp |∗TL⊥ω)(p,0)(u, v) = (χ∗ωT ∗L)(p,0)((fα)p(u), (fα)p(v))

を満たすようにとる. ここで, {λα}を {Uα}に付随する 1の分割とし, ベクトル
束の同型写像 f : TL⊕ TL⊥ → TL⊕ TL⊥を f :=

∑
α λαfαと定めると, 再び

命題 1.5.1より,

• 任意の u ∈ TpLに対して fp(u) = u,

• 任意の u, v ∈ TpL⊕ TpL
⊥に対して

(exp |∗TL⊥ω)(p,0)(u, v) = (χ∗ωT ∗L)(p,0)(fp(u), fp(v))

が成り立つ.

次に,写像 exp |−1
TL⊥ ◦exp ◦f : TL⊥ → TL⊥の点 (p, 0) ∈ TL⊥における微分は

(exp |−1
TL⊥ ◦ exp ◦f)∗(p,0) = fp : TpL⊕ TpL

⊥ → TpL⊕ TL⊥

で, 同型写像となる. したがって, ε > 0に対して

Uε(0TL⊥) := {(p, u) : p ∈ L, u ∈ TpL
⊥,

√
gp(u, u) < ε}
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と定めると, Lがコンパクトならば十分小さい ε > 0に対して, 写像 exp |−1
TL⊥ ◦

exp ◦f : Uε(0TL⊥) → TL⊥ は像への微分同相写像となる. したがって, Uε(0TL⊥)

上のシンプレクティック形式 ω′を

ω′ := (exp |−1
TL⊥ ◦ exp ◦f)∗χ∗ωT ∗L

と定めと, 任意の u, v ∈ TpL⊕ TpL
⊥に対して

(exp |∗TL⊥ω)(p,0)(u, v)

= (χ∗ωT ∗L)(p,0)(fp(u), fp(v))

= (χ∗ωT ∗L)(p,0)((exp |−1
TL⊥ ◦ exp ◦f)∗(p,0)(u), (exp |−1

TL⊥ ◦ exp ◦f)∗(p,0)(v))
= ω′(u, v)

となる. したがって, 必要であれば ε > 0 を小さくとることにより, 写像
exp |TL⊥ : Uε(0TL⊥) → M は像 Uε への微分同相写像とし, Uε ⊂ M 上のシ
ンプレクティック形式 ω0, ω1 を ω0 := ω, ω1 := (exp |−1

TL⊥)
∗ω′ とすると, 各点

p ∈ Lにおいて (ω0)p = (ω1)pとなる. よって, 定理 1.2.2より, Lのある管状近
傍 U ⊂ M と, 像への微分同相写像 ϕ : U → M で, φ|L = idL, かつ ϕ∗ω1 = ω0

となるものが存在する. そこで, 像への微分同相写像 φ : U → T ∗Lを

φ := χ ◦ exp |−1
TL⊥ exp ◦f ◦ exp |−1

TL⊥ ◦ ϕ

とすれば, U 上で φ∗ωT ∗L = ωとなる. □
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第 2章 Kähler多様体

§2.1 Kähler多様体

Kähler多様体はもともと複素幾何や射影幾何を起源に持つ複素多様体である
が, Kähler多様体はシンプレクティック多様体でもありシンプレクティック幾
何においてもとても重要である. この節ではKähler多様体の定義を解説する.

Hausdorff空間M の開被覆 {Uλ}λ∈Λと像への同相写像 φλ : Uλ → Cnで, 各
λ, µ ∈ Λに対して φλ ◦ φ−1

µ : φµ(Uλ ∩ Uµ) → φλ(Uλ ∩ Uµ) が正則写像となると
き, 各Uλを複素座標近傍, φλ(Uλ) ⊂ Cnの座標を複素座標, {(Uλ, φλ)}λ∈Λを複
素座標近傍系といい, 組 (M, {(Uλ, φλ)}λ∈Λ)を複素 n次元の複素多様体という.

複素多様体Mの点 pの周りの複素座標を (z1, . . . , zn)とし, 各 ziの実部を xi,

虚部を yiすなわち zi := xi +
√
−1yiとするとき (x1, y1, . . . , xn, yn)は点 pの周

りの局所座標となり, M は 2n次元のC∞級多様体である.

定義 2.1.1 実線形写像 Jp : TpM → TpM を

Jp

( ∂

∂xi

)
p
:=

( ∂

∂yi

)
p
, Jp

( ∂

∂yi

)
p
:= −

( ∂

∂xi

)
p

により定める. J := {Jp}p∈M をM の複素構造という.

複素構造の定義は複素座標の選び方に依らない. 実際 (zλ1 , . . . , z
λ
n), (z

µ
1 , . . . , z

µ
n)

を点 pの周りの複素座標とし, それぞれの複素座標による複素構造を Jλp , J
µ
p と

する. また複素座標を実部と虚部を用いてそれぞれ zλi = xλi +
√
−1yλi , z

µ
j =

xµj +
√
−1yµj と表すとき, 座標変換が正則であることから Cauhy–Riemann方

程式
∂xλi
∂xµj

=
∂yλi
∂yµj

,
∂xλi
∂yµj

= −∂y
λ
i

∂xµj

が成り立つ. したがって

Jλp

( ∂

∂xµj

)
p

= Jλp

{ n∑
i=1

∂xλi
∂xµj

( ∂

∂xλi

)
p
+

n∑
i=1

∂yλi
∂xµj

( ∂

∂yλi

)
p

}
=

n∑
i=1

∂yλi
∂yµj

( ∂

∂yλi

)
p
+

n∑
i=1

∂xλi
∂yµj

( ∂

∂xλi

)
p

=
( ∂

∂yµj

)
p
,
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Jλp

( ∂

∂yµj

)
p

= Jλp

{ n∑
i=1

∂xλi
∂yµj

( ∂

∂xλi

)
p
+

n∑
i=1

∂yλi
∂yµj

( ∂

∂yλi

)
p

}
= −

n∑
i=1

∂yλi
∂xµj

( ∂

∂yλi

)
p
−

n∑
i=1

∂xλi
∂xµj

( ∂

∂xλi

)
p

= −
( ∂

∂xµj

)
p

となり, Jλp = Jµp である.

また TpM の恒等写像を idTpM とすると, 定義より J2
p = −idTpM である.

定義 2.1.2 M を複素多様体, J をM の複素構造とする. M 上のRiemann

計量 g = {gp}p∈M が任意の u, v ∈ TpM に対して
gp(u, v) = gp(Jpu, Jpv)

を満たすとき, gをHermite計量, 組 (M, g)をHermite多様体という.

Cn上の標準的なRiemann計量∑n
i=1 dxi ⊗ dxi +

∑n
i=1 dyi ⊗ dyiはHermite

計量である. また任意の複素多様体M とその複素座標近傍系 {(Uλ, φλ)}λ∈Λに
対して {fλ}λ∈Λを {Uλ}λ∈Λに付随する 1の分割, gλをφλ(Uλ) ⊂ Cn上の標準的
なHermite計量とすると, g :=

∑
λ∈Λ fλgλはM 上のHermite計量である.

定義 2.1.3 (M, g)をHermite多様体, JをM の複素構造とする. M の点 p

において交代形式 ωp : TpM × TpM → Rを任意の u, v ∈ TpM に対して
ωp(u, v) := gp(Jpu, v)

と定めると ω = {ωp}p∈M はM 上の非退化な 2次微分形式となる. ωを (M, g)

の基本 2次微分形式という.

実際に任意の u, v ∈ TpM に対して
ωp(u, v) = gp(Jpu, v) = gp(J

2
pu, Jpv)

= gp(−u, Jpv) = −gp(Jpv, u)
= −ωp(v, u)

となり, ωpは交代形式である. また任意の v ∈ TpM に対して ωp(u, v) = 0なら
ば, 特に v = Jpuとして

ωp(u, Jpu) = gp(Jpu, Jpu) = gp(u, u) = 0
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で u = 0となり, ωpは非退化である.

さらに任意の u, v ∈ TpM に対して
ωp(Jpu, Jpv) = gp(J

2
pu, Jpv) = −gp(u, Jpv)

= −g(Jpv, u) = −ω(v, u)
= ωp(u, v)

より
ωp(Jpu, Jpv) = ωp(u, v)

が成り立つ.

定義2.1.4 Hermite多様体 (M, g)の基本2次微分形式ωがdω = 0を満たす
とき, gをKähler計量, ωをKähler形式, 組 (M, g)または (M,ω)をKähler

多様体という.

定義よりKähler形式はシンプレクティック形式である. Kähler多様体の例
は§2.3で解説する.

Mを複素多様体, NをMのC∞級部分多様体とする. ある自然数mとNの
各点 pに対して pを含むM のある複素座標近傍 (Up, φp)が存在して

φp(N ∩ Up) = {(z1, . . . , zm, 0, . . . , 0) ∈ φp(Up)}

となるとき, N を複素m次元の複素部分多様体という. 特にN は複素座標近
傍系 {(N ∩ Up, φp|N∩Up)}p∈N により複素多様体である.

複素部分多様体の例を構成する際には次の陰関数の定理が有効である. 証明
は [1]などを参照.

定理 2.1.5 Cnの座標を (z1, . . . , zn)とし, 0 ≤ m ≤ nとする. また Cnの
開集合 U 上で定義された正則関数 fi : U → C, i = m + 1, . . . , n, に対して
N := {p ∈ U : fi(p) = 0, i = m + 1, . . . , n}とする. このときN の各点 pにお
いて (n−m,n)行列 

∂fm+1

∂z1
(p) · · · ∂fm+1

∂zn
(p)

...
. . .

...
∂fn
∂z1

(p) · · · ∂fn
∂zn

(p)


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の階数が n−mならば, N はU における複素m次元の複素部分多様体である.

例 2.1.6 定数 a, bは 4a3 + 27b2 6= 0とする. このとき

N := {(z1, z2) : z22 = z31 + az1 + b}

はC2の複素部分多様体である. 実際 f : C2 → Cを f(z1, z2) := z22−z31−az1−b
とすれば,陰関数の定理よりN = f−1(0)は複素 1次元の複素部分多様体となる.

補題 2.1.7 Kähler多様体の複素部分多様体はKähler多様体である.

証明 複素多様体Mの複素構造Jの部分多様体Nへの制限JN := {Jp|TpN}p∈N
はN の複素構造と一致し, またM のHermite計量 gのN への制限 gN はN の
Hermite計量となる. さらに (N, gN)の基本 2次微分形式ωN は (M, g)の基本 2

次微分形式ωのNへの制限に一致するので, dω = 0ならば dωN = 0で (N,ωN)

はKähler多様体となる. □

補題 2.1.7よりKähler多様体の複素部分多様体として, Kähler多様体の例を
多く作ることができる.

§2.2 複素多様体上の微分形式

この節では複素多様体上の接ベクトルおよび微分形式について解説する.

複素 n次元の複素多様体M の複素座標近傍 U の複素座標を (z1, . . . , zn)と
し, 各 ziの実部を xi, 虚部を yiすなわち zi := xi +

√
−1yiとする.

定義 2.2.1 C∞級関数 f : U → Cに対して,

∂f

∂zi
:=

1

2

( ∂f
∂xi

−
√
−1

∂f

∂yi

)
,

∂f

∂z̄i
:=

1

2

( ∂f
∂xi

+
√
−1

∂f

∂yi

)
と定める.

このとき C∞級関数 f : U → Cが正則関数であること, すなわち f の実部
と虚部が各 xi, yiに対してCauchy–Riemann方程式を満たすことと, 各 ziに対
して

∂f

∂z̄i
= 0

が成り立つことが同値である.
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次にM の点 pにおいて接空間 TpM の複素化を TpM ⊗ Cとする. すなわち
点 pの周りの複素座標を (z1, . . . , zn), zi = xi +

√
−1yiとするとき

TpM ⊗ C :=
{ n∑

i=1

αi

( ∂

∂xi

)
p
+

n∑
i=1

βi

( ∂

∂yi

)
p
: αi, βi ∈ C

}
と定める. TpM ⊗ Cの複素ベクトル空間としての次元は 2nである.

定義 2.2.2 M の点 pにおいて
( ∂

∂zi

)
p
,
( ∂

∂z̄i

)
p
∈ TpM ⊗ Cを( ∂

∂zi

)
p
:=

1

2

{( ∂

∂xi

)
p
−
√
−1

( ∂

∂yi

)
p

}
,

( ∂

∂z̄i

)
p
:=

1

2

{( ∂

∂xi

)
p
+
√
−1

( ∂

∂yi

)
p

}
と定める.

このとき
( ∂

∂z1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂zn

)
p
,
( ∂

∂z̄1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂z̄n

)
p
は TpM ⊗ Cの複素ベク

トル空間としての基底となる. また (zλ1 , . . . , z
λ
n), (z

µ
1 , . . . , z

µ
n)をそれぞれ複素座

標とすると座標変換が正則であることから( ∂

∂zλi

)
=

n∑
j=1

∂zµj
∂zλi

( ∂

∂zµj

)
,

( ∂

∂z̄λi

)
=

n∑
j=1

∂z̄µj
∂z̄λi

( ∂

∂z̄µj

)
が成り立つ. したがって T ′

pMを
( ∂

∂z1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂zn

)
p
で張られるC上のベクト

ル空間, T ′′
pM を

( ∂

∂z̄1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂z̄n

)
p
で張られるC上のベクトル空間とすると

T ′
pM,T ′′

pM は複素座標の選び方によらず TpM ⊗ Cの部分空間となり, 直和分
解 TpM ⊗ C = T ′

pM ⊕ T ′′
pM が成り立つ.

また複素構造 Jp : TpM → TpM を複素線形写像 Jp : TpM ⊗ C → TpM ⊗ C
に拡張すると

Jp

( ∂

∂zi

)
p
=

√
−1

( ∂

∂zi

)
p
, Jp

( ∂

∂z̄i

)
p
= −

√
−1

( ∂

∂z̄i

)
p

が成り立つ. すなわち T ′
pM は Jpの固有値

√
−1の固有空間, T ′′

pM は Jpの固有
値−

√
−1の固有空間である.

次に T ∗
pM ⊗ Cを T ∗

pM の複素化とする. すなわち点 pの周りの複素座標を
(z1, . . . , zn), zi = xi +

√
−1yiとするとき

T ∗
pM ⊗ C :=

{ n∑
i=1

αi(dxi)p +
n∑
i=1

βi(dyi)p : αi, βi ∈ C
}
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と定める. T ∗
pM ⊗ Cの複素ベクトル空間としての次元も 2nである.

定義 2.2.3 M の点 pにおいて (dzi)p, (dz̄i)p ∈ T ∗
pM ⊗ Cを

(dzi)p := (dxi)p +
√
−1(dyi)p, (dz̄i)p := (dxi)p −

√
−1(dyi)p

と定める.

このとき (dz1)p, . . . , (dzn)p, (dz̄1)p, . . . , (dz̄n)pは T ∗
pM ⊗Cの複素ベクトル空

間としての基底となり, さらに
( ∂

∂z1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂zn

)
p
,
( ∂

∂z̄1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂z̄n

)
p
の双

対基底となっている. また (zλ1 , . . . , z
λ
n), (z

µ
1 , . . . , z

µ
n)をそれぞれ複素座標とする

と座標変換が正則であることから

dzλi =
n∑
j=1

∂zλi
∂zµj

dzµj , dz̄λi =
n∑
j=1

∂z̄λi
∂z̄µj

dz̄µj

が成り立つ. したがって T ∗′
pM を (dz1)p, . . . , (dzn)pで張られる C上のベクト

ル空間, T ∗′′
pM を (dz̄1)p, . . . , (dz̄n)p で張られる C上のベクトル空間とすると

T ∗′
pM,T ∗′′

pM は複素座標の選び方によらず T ∗
pM ⊗ Cの部分空間となる.

また直和分解 T ∗
pM ⊗ C = T ∗′

pM ⊕ T ∗′′
pM に伴い, 外積空間∧k T ∗

pM ⊗ Cも
k∧
T ∗
pM ⊗ C =

⊕
p+q=k

( p∧
T ∗′

pM ∧
q∧
T ∗′′

pM
)

と直和に分解する. M上の複素化した微分形式η = {ηp}p∈Mがηp ∈
∧p T ∗′

pM∧∧q T ∗′′
pM となるとき ηをM 上の (p, q)次微分形式という. またM 上の (p, q)

次微分形式全体を Ωp,q(M)と書く. η ∈ Ωp,q(M)ならば ηの複素共役 η̄は η̄ ∈
Ωq,p(M)である.

補題 2.2.4 Hermite多様体Mの基本 2次微分形式ωは (1, 1)次微分形式で
ある.

証明 M の各点 pにおいて ωp : TpM × TpM → Rを複素双線形写像 ωp :

TpM ⊗ C× TpM ⊗ C → Cに拡張すると

ωp(
( ∂

∂zi

)
p
,
( ∂

∂zj

)
p
) = ωp(Jp

( ∂

∂zi

)
p
, Jp

( ∂

∂zj

)
p
)
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= ωp(
√
−1

( ∂

∂zi

)
p
,
√
−1

( ∂

∂zj

)
p
)

= −ωp(
( ∂

∂zi

)
p
,
( ∂

∂zj

)
p
)

となり,これよりωp(
( ∂

∂zi

)
p
,
( ∂

∂zj

)
p
) = 0である. 同様にωp(

( ∂

∂z̄i

)
p
,
( ∂

∂z̄j

)
p
) =

0. したがって ωpは T ∗′
pM ∧ T ∗′′

pM 成分だけが残り ω ∈ Ω1,1(M)である. □

複素座標近傍 U の複素座標を zi = xi +
√
−1yiとするとき C∞級関数 f :

U → Cに対して

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi +

n∑
i=1

∂

∂yi
dyi

=
1

2

n∑
i=1

( ∂f
∂zi

+
∂f

∂z̄i

)
(dzi + dz̄i) +

1

2

n∑
i=1

( ∂f
∂zi

− ∂f

∂z̄i

)
(dzi − dz̄i)

=
n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi +

n∑
i=1

∂f

∂z̄i
dz̄i

である. したがって η ∈ Ωp,q(M)に対して, dη ∈ Ωp+1,q(M) ⊕ Ωp,q+1(M)と
なる.

定義 2.2.5 η ∈ Ωp,q(M)に対して dηのΩp+1,q(M)成分を ∂η, Ωp,q+1(M)成
分を ∂̄ηと定める.

このとき ddη = 0より

∂∂ = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0, ∂̄∂̄ = 0

が成り立つ. また複素共役を取ることにより

∂η = ∂̄η̄, ∂̄η = ∂η̄

である.

複素多様体 (M, {(Uλ, φλ)}λ∈Λ), (N, {(Vα, ψα)}α∈A)の間のC∞級写像f :M →
N において各 λ, αに対してψα ◦ f ◦φ−1

λ : φλ(Uλ ∩ f−1(Vα)) → ψα(f(Uλ)∩ Vα)
が正則写像となるとき f :M → N を正則写像という.
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補題 2.2.6 複素多様体M,N に対してC∞級写像 f : M → N が正則写像
ならばN 上の任意の微分形式 ηに対して

∂(f ∗η) = f ∗∂η, ∂̄(f ∗η) = f ∗∂̄η

が成り立つ.

証明 複素座標を用いて局所的に示せば良い. Cnの座標を z = (z1, . . . , zn),

Cmの座標を (ζ1, . . . , ζm)とし, C∞級写像f : Cn → Cmをf(z) = (f1(z1, . . . , zn),

. . . , fm(z1, . . . , zn))と表す. はじめにCm上のC∞級関数 ηに対して f ∗η = η◦f
より

d(f ∗η) =
n∑
i=1

(∂(η ◦ f)
∂zi

dzi +
∂(η ◦ f)
∂z̄i

dz̄i

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

( ∂η
∂ζj

∂fj
∂zi

+
∂η

∂ζ̄i

∂f̄j
∂zi

)
dzi +

n∑
i=1

m∑
j=1

( ∂η
∂ζj

∂fj
∂z̄i

+
∂η

∂ζ̄i

∂f̄j
∂z̄i

)
dz̄i

=
m∑
j=1

( ∂η
∂ζj

∂fj +
∂η

∂ζ̄i
∂f̄j

)
+

m∑
j=1

( ∂η
∂ζj

∂̄fj +
∂η

∂ζ̄i
∂̄f̄j

)
となり, さらに各 fjが正則関数ならば ∂̄fj = 0, ∂f̄j = 0より

d(f ∗η) =
m∑
j=1

∂η

∂ζj
∂fj +

m∑
j=1

∂η

∂ζ̄i
∂̄f̄j

となる. したがって

∂(f ∗η) =
m∑
j=1

∂η

∂ζj
∂fj, ∂̄(f ∗η) =

m∑
j=1

∂η

∂ζ̄i
∂̄f̄j

である. 一方,

f ∗∂η = f ∗
m∑
j=1

∂η

∂ζj
dζj =

m∑
j=1

∂η

∂ζj
dfj

で各 fjが正則関数ならば dfj = ∂fjより

f ∗∂η =
m∑
j=1

∂η

∂ζj
∂fj
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となる. したがって ∂(f ∗η) = f ∗∂ηである. ∂̄(f ∗η) = f ∗∂̄ηについても同様で
ある. 次にCm上の (p, q)次微分形式 ηを

η =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

ηi1...ikj1...jqdζi1 ∧ . . . ∧ dζip ∧ dζ̄j1 ∧ · · · ∧ dζ̄jq

とすると, 各 fiが正則関数ならば ∂̄fi = 0, ∂f̄j = 0より
f ∗η =

∑
i1,...,ip,j1,...,jq

f ∗ηi1...ikj1...jqdfi1 ∧ . . . ∧ dfip ∧ df̄j1 ∧ · · · ∧ df̄jq

=
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

f ∗ηi1...ikj1...jq∂fi1 ∧ . . . ∧ ∂fip ∧ ∂̄f̄j1 ∧ · · · ∧ ∂̄f̄jq

となる. したがって次数を比較することにより
∂(f ∗η) =

∑
i1,...,ip,j1,...,jq

∂(f ∗ηi1...ikj1...jq) ∧ ∂fi1 ∧ . . . ∧ ∂fip ∧ ∂̄f̄j1 ∧ · · · ∧ ∂̄f̄jq ,

∂̄(f ∗η) =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

∂̄(f ∗ηi1...ikj1...jq) ∧ ∂fi1 ∧ . . . ∧ ∂fip ∧ ∂̄f̄j1 ∧ · · · ∧ ∂̄f̄jq

である. 一方,

f ∗∂η =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

f ∗∂ηi1...ikj1...jq ∧ dfi1 ∧ . . . ∧ dfip ∧ df̄j1 ∧ · · · ∧ df̄jq

であるが, 各 fiが正則関数ならば ∂(f ∗ηi1...ikj1...jq) = f ∗∂ηi1...ikj1...jq , ∂fi = dfi,

∂̄f̄i = df̄iより ∂(f ∗η) = f ∗∂ηとなる. ∂̄(f ∗η) = f ∗∂̄ηについても同様である.

□

実の微分形式については次の Poincaréの補題が成り立っていた. 証明は [5]

などを参照.

補題 2.2.7 p ≥ 1とする. Rnの開集合 U 上の p次微分形式 ωが dω = 0を
満たすとき, 任意の点 x ∈ U に対して, xのある近傍 V 上の p− 1次微分形式 η

が存在して ω = dηとなる.

同様に複素多様体の場合にも次の補題（∂̄ Poincaréの補題）が成り立つ. 証
明は [1]などを参照.

補題2.2.8 q ≥ 1とする. Cnの開集合U上の (p, q)次微分形式ωが ∂̄ω = 0

を満たすとき, 任意の点 x ∈ U に対して, xのある近傍 V 上の (p, q− 1)次微分
形式 ηが存在して ω = ∂̄ηとなる.
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これを用いると次の命題を示すことができる.

命題 2.2.9 Cnの開集合U上の実 (1, 1)次微分形式ωが dω = 0を満たすと
き, 任意の点 x ∈ U に対して, xのある近傍 V 上のC∞級実関数K : V → Rが
存在して ω =

√
−1
2
∂∂̄Kとなる.

証明 まず dω = 0であることから Poincaréの補題より, 点 x ∈ U のある
近傍 V (⊂ U)上の 1次微分形式 ηが存在して, V 上 ω = dηとなる. ここで ηを
η = φ + ψのように (1, 0)次微分形式 φと (0, 1)次微分形式 ψの和に分解する
と, ω̄ = ωより ψ = φ̄となり,

ω = dη

= dφ+ dφ̄

= ∂φ+ (∂̄φ+ ∂φ̄) + ∂̄φ̄

となる. すると, 仮定よりωは (1, 1)次微分形式であったので ∂̄φ̄ = 0となり, ∂̄

Poincaréの補題より, 点 xのある近傍W 上のC∞級関数 f : W → Cが存在し
て φ̄ = ∂̄f となる. これより

ω = dη

= d(∂f̄ + ∂̄f)

= ∂̄∂f̄ + ∂∂̄f

= ∂∂̄(f − f̄).

したがって, f − f̄ =
√
−1
2
K とすると K : W → Rは C∞ 級実関数であり,

ω =
√
−1
2
∂∂̄Kとなる □

特にKähler形式は命題 2.2.9の仮定を満たすので, 次の命題が成り立つ.

命題2.2.10 Kähler多様体 (M,ω)の各点 pにおいて pのある近傍UとC∞

級実関数K : U → Rが存在して ω =
√
−1
2
∂∂̄Kとなる.

Kähler形式 ωに対して ω =
√
−1
2
∂∂̄Kとなる局所的に定義されたC∞級実関

数Kを ωのKählerポテンシャルという.

例2.2.11 C∞級関数K : Cn → RをK(z1, . . . , zn) := |z1|2+· · ·+|zn|2とす
るとω :=

√
−1
2
∂∂̄K =

√
−1
2

(dz1∧dz̄1+· · ·+dzn∧dz̄n) = dx1∧dy1+· · ·+dxn∧dyn
となりωはCn上の標準的なKähler形式, KはそのKählerポテンシャルとなる.
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逆にC∞級実関数K : U → Rに対して次の補題が成り立つ.

補題 2.2.12 C∞級実関数K : U → Rに対してω :=
√
−1
2
∂∂̄Kは実の (1, 1)

次微分形式で, dω = 0となる.

証明 ∂̄∂ = −∂∂̄より ω̄ =
√
−1
2
∂∂̄K = −

√
−1
2
∂̄∂K = ωで ωは実の (1, 1)次

微分形式となり, さらに ∂̄∂̄ = 0より ω =
√
−1
2
d∂̄Kで dω = 0である. □

また次の補題が成り立つ.

補題 2.2.13 C∞級実関数K : U → Rに対して ω :=
√
−1
2
∂∂̄Kとし, さら

に任意の u, v ∈ TpM に対して gp(u, v) := ωp(u, Jpv)と定める. このとき
gp(u, v) = gp(v, u), gp(Jpu, Jpv) = gp(u, v)

が成り立つ.

証明 ωは (1, 1)次微分形式であるので点pの周りの複素座標を (z1, . . . , zn)と
するとωpは (dzi)p∧(dz̄j)pの一次結合で表される. ここでu ∈ TpMをTpM⊗C
の元とみなして uの T ′

pM 成分を u′, uの T ′′
pM 成分を u′′とし u = u′ + u′′と分

解する. また同様に v ∈ TpM も v = v′ + v′′と分解すると
(dzi)p ∧ (dz̄j)p(u, Jpv) = (dzi)p ∧ (dz̄j)p(u

′ + u′′, Jpv
′ + Jpv

′′)

= (dzi)p ∧ (dz̄j)p(u
′ + u′′,

√
−1v′ −

√
−1v′′)

= −
√
−1{(dzi)pu′}{(dz̄j)pv′′} −

√
−1{(dzi)p(v′)}{(dz̄j)pu′′}

...

= (dzi)p ∧ (dz̄j)p(v, Jpu).

したがって ωp(u, Jpv) = ωp(v, Jpu)となり, gp(u, v) = gp(v, u), gp(Jpu, Jpv) =

gp(u, v)が成り立つ. □

補題 2.2.13で構成した gは正定値以外のKähler計量の条件を満たしている.

別の言い方をすると補題 2.1.12で構成した ωは一般に非退化とは限らない.

この節の最後に調和積分論から得られるKähler多様体のコホモロジーの次
元に関する結果とその応用について紹介する.

複素多様体M に対して
· · · ∂̄→ Ωp,q−1(M)

∂̄→ Ωp,q(M)
∂̄→ Ωp,q+1(M) → · · ·
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をDolbeault複体,

Hp,q(M) :=
Ker{∂̄ : Ωp,q(M) → Ωp,q+1(M)}
Im{∂̄ : Ωp,q−1(M) → Ωp,q(M)}

を (p, q)次Dolbeaultコホモロジーという.

このとき調和積分論より次の定理と系が成り立つ. 証明は [1][2]などを参照.

定理 2.2.14 複素多様体M が閉多様体ならばHp,q(M)は有限次元.

定理 2.2.15 Kähler多様体M が閉多様体ならば複素次元に関して次が成
り立つ.

• dimHk(M)⊗ C =
∑

p+q=k dimHp,q(M).

• dimHq,p(M) = dimHp,q(M).

系 2.2.16 Kähler多様体Mが閉多様体のとき kが奇数ならばHk(M)は実
ベクトル空間として偶数次元である.

この系の応用としてシンプレクティック多様体だがKähler多様体ではない
例を構成することができる.

例 2.2.17 R4の座標を (s, t, x, y)とする. R4の点は自分自身または次の関
係にあるとき同値としてR4に同値関係を定める.

(s, t, x, y) ∼ (s+ 1, t, x, y),

(s, t, x, y) ∼ (s, t+ 1, x, x+ y),

(s, t, x, y) ∼ (s, t, x+ 1, y),

(s, t, x, y) ∼ (s, t, x, y + 1).

このときこの同値関係による商空間M はコンパクトな多様体で, R4上の標準
的なシンプレクティック形式ω := ds∧ dt+ dx∧ dyはM上のシンプレクティッ
ク形式を定める. またF4を文字 a, b, c, dを生成元とする自由群とし, N を次の
r1, . . . , r6で生成される F4の正規部分群とする.

r1 := aba−1b−1, r2 := aca−1c−1, r3 := ada−1d−1,

r4 := bdb−1d−1, r5 := dcbc−1b−1, r6 := cdc−1d−1.
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このとき π1(M) ∼= F4/N でH1(M ;Z) ∼= Za⊕ Zb⊕ Zcより dimH1(M) = 3と
なる. したがって系 2.2.16よりM はKähler多様体にはならない. このM を
Kodaira–Thurston多様体という.

この節の最後に, Calabi–Yau多様体と特殊 Lagrange部分多様体の定義と例
を述べる.

定義 2.2.15 複素 n次元Kähler多様体 (M,ω)上の正則 (n, 0)形式Ωが
ωn

n!
= (−1)

n(n−1)
2

(√−1

2

)n
Ω ∧ Ω

を満たすとき, 組 (M,ω,Ω)をCalabi–Yau多様体とよぶ.

定義2.2.16 Calabi–Yau多様体 (M,ω,Ω)の部分多様体Lが,ある実数 θに
対して次の条件を満たすとき, Lを位相 θの特殊Lagrange部分多様体とよぶ.

• dimL = 1
2
dimM .

• ω|TL = 0.

• Im
(
e−

√
−1θΩ

)
|TL = 0.

例 2.2.17 Cn上, ω :=
√
−1
2

∑n
i=1 dzi ∧ dz̄i, Ω := dz1 ∧ · · · ∧ dznとすると,

組 (Cn, ω,Ω)はCalabi–Yau多様体である. また, nが偶数のとき,

L := {(z1, . . . , zn) : |z1|2 = |z2|2 + 1 = · · · = |zn|2 + 1,Re(z1 · · · zn) = 1}

は位相 0の特殊 Lagrange部分多様体, nが奇数のとき,

L := {(z1, . . . , zn) : |z1|2 = |z2|2 + 1 = · · · = |zn|2 + 1, Im(z1 · · · zn) = 1}

は位相 π/2の特殊 Lagrange部分多様体である.

§2.3 複素射影空間

この節では複素射影空間上のFubini–Study計量とよばれるKähler計量につ
いて解説する.

定義 2.3.1 Cn+1 \ {(0, . . . , 0)}の点 (ζ0, . . . , ζn), (ζ
′
0, . . . , ζ

′
n)に対して, ある

c ∈ C \ {0}が存在して (ζ0, . . . , ζn) = (cζ ′0, . . . , cζ
′
n)となるとき (ζ0, . . . , ζn)と
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(ζ ′0, . . . , ζ
′
n)は同値であると定め, この同値関係による商空間 CP nを複素射影

空間とよぶ.

CP nはコンパクトなHausdorff空間である.

点 (ζ0, . . . , ζn) ∈ Cn+1\{(0, . . . , 0)}の同値類を [ζ0 : · · · : ζn]と書き, (ζ0, . . . , ζn)

を斉次座標とよぶ. また各 α = 0, . . . , nに対してCP nの開集合 Uαを
Uα := {[ζ0 : · · · : ζn] ∈ CP n : ζα 6= 0}

と定め, 同相写像 φα : Uα → Cnを

φα([ζ0 : · · · : ζn]) :=
( ζ0
ζα
, . . . ,

ζα−1

ζα
,
ζα+1

ζα
, . . . ,

ζn
ζα

)
とする. このとき (zα0 , . . . , z

α
α−1, z

α
α+1, . . . , z

α
n) := φα([ζ0 : . . . : ζn])を非斉次座

標とよぶ.

ここで, φ−1
α : Cn → Uαは

φ−1
α (zα0 , . . . , z

α
α−1, z

α
α+1, . . . , z

α
n) = [zα0 : · · · : zαα−1 : 1 : zαα+1 : · · · : zαn ]

となる. また, α > βのとき (φα ◦ φ−1
β ) : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ)は

(φα ◦ φ−1
β )(zβ0 , . . . , z

β
β−1, z

β
β+1, . . . , z

β
n)

=
(zβ0
zβα
, . . . ,

zββ−1

zβα
,
1

zβα
,
zββ+1

zβα
, . . . ,

zβα−1

zβα
,
zβα+1

zβα
, . . . ,

zβn

zβα

)
となり, α < βのときも同様である. したがって, CP nは {(Uα, φα)}α=0,...,nを
複素座標近傍系とする複素多様体となる.

定義 2.3.2 各 α = 0, . . . , nに対して C∞級関数Kα : Uα → Rを非斉次座
標を用いて

(Kα ◦ φ−1
α )(zα0 , . . . , z

α
α−1, z

α
α+1, . . . , z

α
n) := log(1 +

∑
l ̸=α

|zαl |2)

と定める. また, Uα上の実 (1, 1)次微分形式 ωαを ωα :=
√
−1
2
∂∂̄Kαと定める.

ωαを非斉次座標を用いて表すと

ωα =

√
−1

2

∑
i,j ̸=α

∂2 log(1 +
∑

l ̸=α |zαl |2)
∂zαi ∂z̄

α
j

dzαi ∧ dz̄αj
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=

√
−1

2

∑
i,j ̸=α

δij(1 +
∑

l ̸=α |zαl |2)− zαj z̄
α
i

(1 +
∑

l ̸=α |zαl |2)2
dzαi ∧ dz̄αj

となる. さらに, α 6= βのとき

1 +
∑
l ̸=α

|zαl |2 =
1 +

∑
l ̸=β |z

β
l |2

|zβα|2

となるので, ∂̄ log zβα = 0, ∂ log z̄βα = 0より

ωα =

√
−1

2
∂∂̄ log

1 +
∑

l ̸=β |z
β
l |2

|zβα|2

=

√
−1

2
∂∂̄{log(1 +

∑
l ̸=β

|zβl |
2)− log zβα − log z̄βα}

= ωβ

となる. しがたって, CP n上の実 (1, 1)次微分形式 ωを ω|Uα := ωαにより定め
ることができる.

定義 2.3.3 各点 p ∈ CP nにおいて, u, v ∈ TpCP nに対して

gp(u, v) := ωp(u, Jpv)

と定める. この g = {gp}p∈CPnをCP n上のFubini–Study計量という.

実際に Fubini–Study計量がKähler計量であることを示す.

補題2.3.4 gをCP n上のFubini–Study計量とするとき,任意のu ∈ TpCP n

に対して gp(u, u) ≥ 0である. また, gp(u, u) = 0ならば, u = 0である.

証明 複素多様体M の点 p ∈ M を含む複素座標近傍の局所複素座標を
(z1, . . . , zn), zi = xi+

√
−1yiとすると u :=

∑n
i=1 ai

( ∂

∂xi

)
p
+
∑n

i=1 bi

( ∂

∂yi

)
p
∈

TpM は

u =
n∑
i=1

ai

( ∂

∂xi

)
p
+

n∑
i=1

bi

( ∂

∂yi

)
p

=
n∑
i=1

ai

{( ∂

∂zi

)
p
+
( ∂

∂z̄i

)
p

}
+

n∑
i=1

√
−1bi

{( ∂

∂zi

)
p
−
( ∂

∂z̄i

)
p

}
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=
n∑
i=1

(ai +
√
−1bi)

( ∂

∂zi

)
p
+

n∑
i=1

(ai −
√
−1bi)

( ∂

∂z̄i

)
p

となる. 以下では, CP nにおいて α = 0の場合の非斉次座標 (z01 , . . . , z
0
n)を単

に (z1, . . . , zn)と書き, さらにK := log(1 +
∑n

l=1 |zl|2), ω :=
√
−1
2
∂∂̄Kとする.

ここで ui := ai +
√
−1biとすると, 点 p = (z1, . . . , zn) ∈ U0において

gp(u, u) =

√
−1

2

n∑
i,j=1

δij(1 +
∑n

l=1 |zl|2)− zj z̄i
(1 +

∑n
l=1 |zl|2)2

dzi ∧ dz̄j

(
n∑
a=1

ua

( ∂

∂za

)
p
+

n∑
a=1

ūa

( ∂

∂z̄a

)
p
,
√
−1

n∑
b=1

ub

( ∂

∂zb

)
p
−
√
−1

n∑
b=1

ūb

( ∂

∂z̄b

)
p
)

=
n∑

i,j=1

δij(1 +
∑n

l=1 |zl|2)− zj z̄i
(1 +

∑n
l=1 |zl|2)2

uiūj

=
1

(1 +
∑n

l=1 |zl|2)2
{
(1 +

n∑
l=1

|zl|2)
n∑
i=1

|ui|2 − (
n∑
i=1

uiz̄i)(
n∑
j=1

ūjzj)
}

≥
∑n

i=1 |ui|2

(1 +
∑n

l=1 |zl|2)2

となる. ただし, 最後の不等号はCauchy–Schwarzの不等式を用いた. したがっ
て gp(u, u) ≥ 0である. また, gp(u, u) = 0ならば, u = 0である. α 6= 0の場合
の非斉次座標でも同様である. □

この補題 2.3.4と補題 2.2.10より, Fubini–Study計量はHermite計量である.

さらにその基本 2次微分形式は ωそのもので補題 2.2.9より dω = 0となる. し
たがって Fubini–Study計量はKähler計量である.

複素射影空間では多項式を用いて複素部分多様体を容易に構成することがで
きる. 例えば, 自然数 dに対して

N := {[ζ0 : · · · : ζn] ∈ CP n : ζd0 + · · ·+ ζdn = 0}

は, 各非斉次座標近傍上で陰関数の定理を用いることにより, 複素 n − 1次元
の複素部分多様体であることがわかる. またしたがって, 補題 2.1.7よりN は
Kähler多様体である.

複素射影空間の複素部分多様体を代数多様体とよぶ.
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第 3章 余随伴軌道

§3.1 Lie群

この節では本稿で必要となる Lie群に関する内容について確認する.

定義 3.1.1 C∞級多様体Gが次の条件を満たすとき, GをLie群とよぶ.

• Gは群.

• G×Gを直積多様体とするとき, 群の積G×G→ G, (g1, g2) 7→ g1g2, は
C∞級写像.

• 逆元を対応させる写像G→ G, g 7→ g−1, はC∞級写像.

Lie群の多様体としての次元を Lie群の次元とよぶ. また, Lie群Gが多様体
としてコンパクトのとき, Gをコンパクトな Lie群とよぶ.

以下に基本的な Lie群の例を挙げる.

例 3.1.2 群に離散位相を入れたものは 0次元多様体とみなして Lie群で
ある.

例 3.1.3 Rnはそのまま n次元多様体であり, 通常の和に関して Lie群で
ある.

例 3.1.4 S1 := {z ∈ C : |z| = 1}は通常の複素数の積に関して Lie群であ
る. また, n個の S1の直積 T n := S1 × · · · × S1において, 積 T n × T n → T n

を ((z1, . . . , zn), (w1, . . . , wn)) 7→ (z1w1, . . . , znwn)と定めると, T nはLie群であ
る. T nを n次元トーラスという.

例 3.1.5 成分が実数の n次正方行列全体Mn(R)を Rn2 と同一視し, 一般
線形群GLn(R)を

GLn(R) := {A ∈Mn(R) : detA 6= 0}

と定める. GLn(R)は行列の積に関して群であり,また, GLn(R)はMn(R) ∼= Rn2

の開集合なので n2次元多様体である. さらに, GLn(R)における行列の積と逆
元を対応させる写像は,行列の成分を用いて具体的に表すことができるのでC∞

級写像であり, したがって, GLn(R)は Lie群である.
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行列Aの転置行列を tAで表し, Eを単位行列とする. n次直交群O(n)を

O(n) := {A ∈ GLn(R) : tAA = E}

と定め, また, n次特殊直交群 SO(n)を

SO(n) := {A ∈ O(n) : detA = 1}

と定める. このとき, O(n)と SO(n)はGLn(R)の部分群であり, また, 陰関数
の定理を用いることにより, Mn(R) ∼= Rn2のコンパクトな n(n−1)

2
次元部分多様

体となる. したがって, O(n)と SO(n)は Lie群である.

同様に, 成分が複素数の n次正方行列全体をMn(C)とすると, 一般線形群
GLn(C) := {A ∈ Mn(C) : detA 6= 0}は実 2n2 次元の Lie群である. また,

A = [aij] ∈Mn(C)に対して tĀ := [āji]とするとき, n次ユニタリ群 U(n)を

U(n) := {A ∈Mn(C) : tĀA = E}

と定め, n次特殊ユニタリ群 SU(n)を

SU(n) := {A ∈ U(n) : detA = 1}

と定める. このとき, U(n)と SU(n)はGLn(C)の部分群であり, また陰関数の
定理を用いることによりU(n)はMn(C) ∼= R2n2のコンパクトな実 n2次元部分
多様体, SU(n)はMn(C) ∼= R2n2のコンパクトな実 n2 − 1次元部分多様体とな
る. したがって, U(n)と SU(n)も Lie群である.

次に Lie群の作用について解説する.

定義3.1.6 MをC∞級多様体, GをLie群とする. C∞級写像G×M →M ,

(g, p) 7→ gp, が次の条件を満たすとき, GはM に左から作用するという.

• 任意の g1, g2 ∈ Gと点 p ∈M に対して g1(g2p) = (g1g2)p.

• Gの単位元 eと任意の点 p ∈M に対して ep = p.

同様に, C∞級写像M ×G → M , (p, g) 7→ pg, が次の条件を満たすとき, Gは
M に右から作用するという.

• 任意の点 p ∈M と g1, g2 ∈ Gに対して (pg1)g2 = p(g1g2).

• 任意の点 p ∈M とGの単位元 eに対して pe = p.
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左からの作用, 右からの作用を単に左作用, 右作用ともいう.

例3.1.7 Sn−1 ⊂ Rnを原点を中心とするn−1次元球面とする. 点x ∈ Sn−1

を列ベクトルで表すとき, 行列の掛け算による写像 SO(n) × Sn−1 → Sn−1,

(A,x) 7→ Ax,はSO(n)のSn−1への左作用であり,写像Sn−1×SO(n) → Sn−1,

(x, A) 7→ tAx, は SO(n)の Sn−1への右作用となる.

文脈によっては, 点 x ∈ Sn−1を行ベクトルで表し, SO(n)の Sn−1への右作
用を Sn−1 × SO(n) → Sn−1, (x, A) 7→ xA, とすることもある.

例 3.1.8 Cを多様体とみなし, C∗ := C \ {0}を複素数の掛け算で Lie群と
みなす. このとき, 写像 C∗ × C → C, (t, z) 7→ tz, は C∗の Cへの左作用であ
る. ただし, C∗は可換群なので, この場合, 左作用と右作用の区別はない.

定義 3.1.9 Lie群Gが多様体M に右から作用しているとする. このとき,

点 p ∈M に対して
pG := {pg : g ∈ G}

を点 pの軌道とよぶ.

点 p, q ∈ M に対して, ある g ∈ Gが存在して p = qgとなるとき p ∼ qと定
めると関係∼は同値関係となり, 点 pの軌道 pGとはまさに点 pの同値類であ
る. この同値関係による商空間を軌道空間とよび, M/Gと書く.

一般に軌道空間はHausdorff空間とは限らない. 例えば,例 3.1.8ではC/C∗ =

{0C∗, 1C∗}で, 商位相の開集合系は {∅, {1C∗},C/C∗}である. したがって, 0C∗

と 1C∗の任意の近傍の共通部分は空ではない. 一方, Gがコンパクトならば軌
道空間M/GはHausdorff空間となる.

次に軌道空間がC∞級多様体になるための条件を考える.

定義 3.1.10 Lie群Gが多様体Mに右から作用しているとする. このとき,

点 p ∈M に対して
Gp := {g ∈ G : pg = p}

を点 p ∈Mの固定化部分群とよぶ. また任意の点 p ∈Mに対してGp = {e}と
なるときGはM に自由に作用するという.

この準備のもと, 次の命題が成り立つ.

命題 3.1.11 Mをn次元多様体, Gをm次元のコンパクトなLie群とし, G
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がM へ右から自由に作用しているとする. このとき, 軌道空間M/Gは n−m

次元 C∞級多様体の構造を持ち, また射影 π : M → M/Gは, この C∞級多様
体の構造に関してC∞級写像となる.

証明の概略は以下の通りである. 原点 0を中心とするn−m次元開円盤Dと
各点 p ∈ M に対して埋め込み fp : D × G → M で fp(0, e) = pかつ fp(x, g) =

fp(x, e)gを満たすものを構成することができる. ここで π :M →M/Gを射影
とし, p := pG ∈ M/Gとすると Up := π(fp(D × {e})) ⊂ M/Gは点 p ∈ M/G

の開近傍となり, 同相写像 φp : Up → Dを π−1(q) ∩ fp(D × {e}) = fp(φp(q), e)

により定めることができる. さらに, Gの作用がC∞級であることから座標変
換がC∞級写像になることを示すことができ, M/Gは {(Up, φp)}p∈M/Gを座標
近傍系とする n−m次元のC∞級多様体となる.

この節では Lie群が多様体に右から作用している場合を考えたが, 左から作
用している場合も同様に考えることができる.

Lie群 Gが C∞ 級多様体M に右から作用しているとき, 点 p ∈ M の軌道
pG ⊂ M はどうなるであろうか. 点 p ∈ M に対して固定化部分群GpはGの
部分群であり, かつGの閉集合である. 一般に Lie群の閉部分群は部分多様体
となることが知られており, したがって Lie群となる. これよりGpそのものを
Lie群とみなすと写像Gp×G→ G, (h, g) 7→ hg, はGpのGへの左作用となり,

Gpがコンパクトならば命題 3.1.11より軌道空間Gp\GはC∞級多様体となる.

また, 写像 ϕ : Gp\G → pG, Gpg 7→ pg, は全単射となるが, さらに pGはM の
部分多様体で, かつ ϕが微分同相写像になることがわかる.

一般にLie群GをLie部分群Kの右作用で割った商空間G/K, 左作用で割っ
た商空間K\Gを等質空間とよぶ. Lie群の作用に関する軌道は等質空間となる.

§3.2 Lie環

定義 3.2.1 Lie群Gの単位元 eにおける接空間 TeGをGのLie環とよぶ.

慣習的に Lie群Gの Lie環 TeGはドイツ文字 gで表す.

例 3.2.2 GLn(R)の Lie環を gln(R)とすると, GLn(R)はMn(R)の開集
合なので gln(R) = TEMn(R)であり, さらにMn(R)はベクトル空間なので
TEMn(R)はMn(R)と同一視できる. したがって, gln(R) ∼= Mn(R)である. 特
にEij ∈Mn(R)を (i, j)成分が 1で他の成分が 0の行列,Mn(R)の点をx = [xij]

41



と表すと,
( ∂

∂xij

)
E
∈ gln(R)とEij ∈Mn(R)が対応する.

さらに, n次直行群O(n)はMn(R)の部分多様体であるので, そのLie環 o(n)

は gln(R)の部分空間となる. このとき, c : (−ε, ε) → O(n)を c(0) = E, ċ(0) =

XとなるO(n)の曲線とすると, tc(t)c(t) = Eの両辺を t = 0で微分して tX +

X = 0となり, 逆に tX + X = 0を満たす行列X に対して c(t) := etX とする
と, c(t) ∈ O(n), c(0) = E, ċ(0) = Xとなる. したがって, O(n)の Lie環 o(n)は

o(n) = {X ∈Mn(R) : tX +X = 0}

と表すことができる. また, n次特殊直交群 SO(n)の Lie環 so(n)も

so(n) = {X ∈Mn(R) : tX +X = 0}

となる.

同様に, 一般線形群GLn(C)の Lie環 gln(C)はMn(C)と実ベクトル空間と
して同型であり, n次ユニタリ群 U(n)の Lie環 u(n)は gln(C)の部分空間で

u(n) = {X ∈Mn(C) : tX̄ +X = 0}

となる. また, n次特殊ユニタリ群 SU(n)の Lie環 su(n)は

su(n) = {X ∈Mn(C) : tX̄ +X = 0, trX = 0}

となることがわかる. ただし, trXはXのトレースである.

Lie群Gの元 g ∈ Gに対して, C∞級写像 Lg : G→ Gを Lg(x) := gxと定め
る. 特に, (Lg)

−1 = Lg−1より Lgは微分同相写像である. また, Gの Lie環 gの
元X ∈ gに対して, G上のベクトル場Xを

Xg := (Lg)∗X

と定める. このとき, 任意の h ∈ Gに対して (Lh)∗X = X となることに注意
する. 一般に, G上のベクトル場 V が任意の h ∈ Gに対して (Lh)∗V = V と
なるとき V を左不変ベクトル場とよぶ. 実はG上の左不変ベクトル場全体を
XL(G)とすると, 写像 g → XL(G), X 7→ X, はベクトル空間の同型写像とな
り, 逆写像はX 7→ Xeである.

写像Lg : G→ Gは微分同相写像であるので, G上の任意のベクトル場 V,W

に対して (Lg)∗[V,W ] = [(Lg)∗V, (Lg)∗W ]が成り立つ. したがって,特にX, Y ∈
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XL(G)ならば,任意のh ∈ Gに対して (Lh)∗[X, Y ] = [(Lh)∗X, (Lh)∗Y ] = [X, Y ]

より [X, Y ] ∈ XL(G)となる.

定義 3.2.3 双線形写像 [·, ·] : g× g → gを, X,Y ∈ gに対して
[X,Y ] := [X, Y ]e

と定め, 組 (g, [·, ·])をLie代数とよぶ.

ベクトル場の括弧積の性質より, Lie環の括弧積について次が成り立つ.

• [X,Y ] = −[Y,X].

• （Jacobi律）[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

例 3.2.2の行列で与えられる Lie環の括弧積は以下のようになる.
( ∂

∂xij

)
e
∈

gln(R)にEij ∈Mn(R)を対応させることにより gln(R)とMn(R)を同一視する
と, 左不変ベクトル場Eij は (Eij)x =

∑n
a=1 xai

( ∂

∂xaj

)
x
となり, ベクトル場の

括弧積は [Eij, Ekl] = δjkEil − δliEkjとなる. したがって, Lie環の括弧積は
[Eij, Ekl] := [Eij, Ekl]e = δjk(Eil)e − δli(Ekj)e = δjkEil − δliEkj

となり, これは gln(R)とMn(R)の同一視のもと行列の括弧積EijEkl − EklEij
と一致する. これよりX,Y ∈ gln(R) ∼= Mn(R)に対して [X,Y ] = XY − Y X

となる. また, o(n), so(n)の括弧積はO(n), SO(n)がGLn(R)の部分多様体で
あることより, そのまま gln(R)の括弧積を制限して行列の括弧積と一致する.

gln(C), u(n), su(n)についても同様である.

定義 3.2.4 Lie群Gが C∞級多様体M に右から作用しているとする. 任
意のX ∈ gに対して曲線 c : (−ε, ε) → G を c(0) = e, ċ(0) = Xを満たすよう
にとり, M 上のベクトル場X# = {X#

p }p∈M を

X#
p :=

d

dt

∣∣∣
t=0
pc(t) ∈ TpM

と定める. X#を基本ベクトル場とよぶ.

このとき, X,Y ∈ gに対して
[X#, Y #] = [X,Y ]#
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が成り立つ. ただし, 左辺はM 上のベクトル場の括弧積であり, 右辺は Lie環
の括弧積である.

§3.3 余随伴軌道

この節では余随伴軌道とよばれるシンプレクティック多様体を構成する. 以
下では引き続きGを Lie群, e ∈ Gを単位元, gをGの Lie環とする.

任意の元 g ∈ Gに対して C∞級写像 ϕg : G → Gを ϕg(x) := gxg−1と定め
る. このとき, ϕe(x) = x かつ ϕg1 ◦ ϕg2 = ϕg1g2が成り立ち, 特に (ϕg)

−1 = ϕg−1

より ϕgは微分同相写像となる. ここで ϕg(e) = eに注意して, e ∈ Gにおける
ϕgの微分 (ϕg)∗ : g → gをAdgと書くと, 写像G× g → g, (g,X) 7→ AdgX, は
Gの gへの左作用となる. この作用をGの随伴作用とよぶ.

一般に, 任意のX ∈ gに対して曲線 c : (−ε, ε) → Gが c(0) = e, ċ(0) = Xを
満たすとき, Y ∈ gに対して

d

dt

∣∣∣
t=0
Adc(t)Y = [X,Y ]

が成り立つ. 証明は省略するが, これは§3.2の行列で表される Lie環の場合
Adc(t)Y = c(t)Y c(t)−1より d

dt

∣∣
t=0
Adc(t)Y = XY − Y Xとなることからわかる.

g∗を gの双対空間とし, 写像 〈·, ·〉 : g∗ × g → Rを 〈ξ,X〉 := ξ(X)とする.

定義 3.3.1 Gの g∗への右作用 g∗ ×G→ g∗, (ξ, g) 7→ ξg, を

〈ξg,X〉 := 〈ξ, AdgX〉

により定める. この作用をGの余随伴作用とよぶ. ξgはしばしば記号Ad∗gξを
用いる.

定義 3.3.2 ξ ∈ g∗に対して, 余随伴作用の軌道Oξ := {ξg : g ∈ G}を余随
伴軌道とよぶ.

余随伴軌道Oξ ⊂ g∗は g∗の部分多様体で, Gξを ξの固定化部分群とすると,

OξはGξ\Gと微分同相である. また, 点 p ∈ Oξにおける接ベクトル v ∈ TpOξ

に対して, あるX ∈ gが存在して v = X#
p となる. ただし, 一般にXは一意的

ではなく点 p ∈ g∗の固定化部分群Gpの Lie環の分だけ不定性が残る.
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定義3.3.3 Oξ上の2次微分形式ωを,点p ∈ Oξとu = X#
p , v = Y #

p ∈ TpOξ

に対して
ωp(u, v) := 〈p, [X,Y ]〉

と定める. この ωを余随伴軌道上のKirillov–Kostant–Souriau形式とよぶ.

補題 3.3.4 X#
p = X ′#

p , Y #
p = Y ′#

p ならば ωp(X
#
p , Y

#
p ) = ωp(X

′#
p , Y

′#
p )で

ある.

証明 はじめに Y = Y ′とする. 曲線 c : (−ε, ε) → G, c′ : (−ε, ε) → G をそ
れぞれ c(0) = e, ċ(0) = X, c′(0) = e, ċ′(0) = X ′とすると

ωp(X
#
p , Y

#
p ) = 〈p, [X,Y ]〉

=
d

dt

∣∣∣
t=0

〈p,Adc(t)Y 〉

=
d

dt

∣∣∣
t=0

〈pc(t), Y 〉

= 〈X#
p , Y 〉

= 〈X ′#
p , Y 〉

...

= ωp(X
′#
p , Y

#
p )

となり, ωp(X
#
p , Y

#
p )は X の選び方に依らない. したがって ωp(X

#
p , Y

#
p ) =

−ωp(Y #
p , X

#
p )に注意するとY の選び方にも依らずωp(X

#
p , Y

#
p ) = ωp(X

′#
p , Y

′#
p )

が成り立つ. □

この補題より, 定義 3.3.3の ωp(u, v)はX,Y の選び方に依らず定まる.

次に ωがシンプレクティック形式であることを示す.

補題 3.3.5 ωは非退化である.

証明 u = X#
p が任意の v = Y #

p に対して ωp(u, v) = 0とすると, 補題 3.3.4

の証明と同様に

ωp(u, v) = ωp(X
#
p , Y

#
p ) = 〈p, [X,Y ]〉 = 〈X#

p , Y 〉 = 0

が任意の Y ∈ gに対して成り立つのでX#
p = 0となり, したがって u = 0で ω

は非退化となる. □
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一般に, C∞級多様体上の 2次微分形式 ωと任意のベクトル場X1, X2, X3に
対して

(dω)(X1, X2, X3) = X1(ω(X2, X3)) +X2(ω(X3, X1)) +X3(ω(X1, X2))

−ω([X1, X2], X3)− ω([X2, X3], X1)− ω([X3, X1], X2)

であった. これを用いて次の補題を示す.

補題 3.3.6 dω = 0.

証明 X ∈ gに対して曲線 c : (−ε, ε) → Gを c(0) = e, ċ(0) = Xとする. 点
x ∈ Oξ と Y, Z ∈ gに対して ωx(Y

#, Z#) = 〈x, [Y, Z]〉であることに注意する
と, 点 p ∈ Oξにおいて

X#
p (ω(Y

#, Z#)) = X#
p 〈x, [Y, Z]〉

=
d

dt

∣∣∣
t=0

〈pc(t), [Y, Z]〉

=
d

dt

∣∣∣
t=0

〈p,Adc(t)[Y, Z]〉

= 〈p, [X, [Y, Z]]〉,
−ωp([Y #, Z#]p, X

#
p ) = −ωp([Y, Z]#p , X#

p )

= ωp(X
#
p , [Y, Z]

#
p )

= 〈p, [X, [Y, Z]]〉.

となる. 他の場合も同様で, したがって Jacobi律より

(dω)p(X
#
p , Y

#
p , Z

#
p ) = X#

p (ω(Y
#, Z#)) + Y #

p (ω(Z#, X#)) + Z#
p (ω(X

#, Y #))

−ωp([X#, Y #]p, Z
#
p )− ω([Y #, Z#]p, X

#
p )− ω([Z#, X#]p, Y

#
p )

= 2〈p, [Z, [X,Y ]] + [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]]〉
= 0

となり, dω = 0である. □

これでKirillov–Kostant–Souriau形式 ωが余随伴軌道上のシンプレクティッ
ク形式であることが示せた.

この節の残りで余随伴軌道とKirillov–Kostant–Souriau形式の例を挙げる.
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例 3.3.7 U(n)の Lie環 u(n) = {X ∈ Mn(C) : tX̄ + X = 0}の双対空間
u(n)∗を

u(n)∗ = {ξ ∈Mn(C) : tξ̄ + ξ = 0},

写像 〈·, ·〉 : u(n)∗ × u(n) → Rを ξ ∈ u(n)∗, X ∈ u(n)に対して
〈ξ,X〉 = tr(ξX)

と与える. このとき, 随伴作用がAdAX = AXA−1となることから, 余随伴作
用Ad∗Aξは任意のX ∈ gに対して

〈Ad∗Aξ,X〉 = 〈ξ, AdAX〉
= 〈ξ, AXA−1〉
= tr(ξAXA−1)

= tr(A−1ξAX)

= 〈A−1ξA,X〉

よりAd∗Aξ = A−1ξAとなる. また, 歪Hermite行列 ξ ∈ u(n)∗はユニタリ行列
A ∈ U(n)を用いてA−1ξAにより対角化でき, その固有値は純虚数または 0で
ある. したがって, 余随伴軌道Oξは ξ ∈ u(n)∗の固有値により決まることがわ
かる.

例 3.3.8 SO(n)の Lie環 so(3)の基底 {e1, e2, e3}を

e1 :=

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , e2 :=

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , e3 :=

0 −1 0

1 0 0

0 0 0


と定める. このとき, A = [aij] ∈ SO(3)に対してA−1 = tAに注意すると

AdA(e1) =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33


=

[
e1 e2 e3

]a33a22 − a32a23
a13a32 − a12a33
a23a12 − a22a13


となる. 同様に, AdA(e2), AdA(e3)を計算すると[

AdA(e1) AdA(e2) AdA(e3)
]
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=
[
e1 e2 e3

]a33a22 − a32a23 −a33a21 + a31a23 a32a21 − a31a22
a13a32 − a12a33 −a13a31 + a11a33 a12a31 − a11a32
a23a12 − a22a13 −a23a11 + a21a13 a22a11 − a21a12


となる. ここでAの余因子行列を Ãとすると, tAA = E, detA = 1に注意して[

AdA(e1) AdA(e2) AdA(e3)
]

=
[
e1 e2 e3

]
tÃ

=
[
e1 e2 e3

]
A

となり,したがって,基底 {e1, e2, e3}に関するAdAの表現行列はAとなる. これ
より基底 {e1, e2, e3}をR3の標準基底と同一視し so(3) ∼= R3とみなすと, AdA
はAを行列の積でR3に作用させるものと一致する.

次に {e1, e2, e3}の双対基底を {e1, e2, e3}とすると, 基底 {e1, e2, e3}に関する
Ad∗Aの表現行列は tAとなる. したがって, 基底 {e1, e2, e3}をR3の標準基底と
同一視し so(3)∗ ∼= R3とみなすと, Ad∗Aは tAを行列の積でR3に作用させるも
のと一致する. したがって, ξ 6= 0 ∈ R3に対して余随伴軌道Oξは 2次元球面
に微分同相になる.

ここで, r := |ξ| 6= 0のときOξの径数表示 f : [−π, π)× [−π
2
, π
2
) → Oξを

f(θ, φ) :=

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


cosφ 0 − sinφ

0 1 0

sinφ 0 cosφ


r0
0

 =

r cos θ cosφr sin θ cosφ

r sinφ


とすると

f∗

( ∂

∂θ

)
=

−r sin θ cosφr cos θ cosφ

0

 , f∗

( ∂

∂φ

)
=

−r cos θ sinφ−r sin θ sinφ
r cosφ


となる. 一方,

Ad∗exp(te1)(f(θ, φ)) = t(exp(te1))f(θ, φ)

=

1 0 0

0 cos t sin t

0 − sin t cos t


r cos θ cosφr sin θ cosφ

r sinφ


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より点 f(θ, φ) ∈ Oξにおける e1の基本ベクトル e#1 := d
dt
|t=0Ad

∗
exp(te1)

(f(θ, φ))

は

e#1 =

 0

r sinφ

−r sin θ cosφ


となる. 同様に, 点 f(θ, φ) ∈ Oξにおける e2, e3の基本ベクトル e#2 , e

#
3 は

e#2 =

 −r sinφ
0

r cos θ cosφ

 , e#3 =

 r sin θ cosφ

−r cos θ cosφ
0


となり, したがって

f∗

( ∂

∂θ

)
= −e#3 , f∗

( ∂

∂φ

)
= − sin θe#1 + cos θe#2

を得る. これを用いると, Oξ上のKirillov–Kostant–Souriau形式ωは f(θ, φ) =

r cos θ cosφe1 + r sin θ cosφe2 + r sin θe3, [e3, e1] = e2, [e3, e2] = −e1より

(f ∗ω)(θ,φ)(
( ∂

∂θ

)
,
( ∂

∂φ

)
) = ωf(θ,φ)(f∗

( ∂

∂θ

)
, f∗

( ∂

∂φ

)
)

= ωf(θ,φ)(−e#3 ,− sin θe#1 + cos θe#2 )

= 〈f(θ, φ), [−e3,− sin θe1 + cos θe2]〉
= 〈f(θ, φ), sin θe2 + cos θe1〉
= 〈r cos θ cosφe1 + r sin θ cosφe2 + r sin θe3, sin θe2 + cos θe1〉
= r cosφ

となり, したがって, f ∗ω = r cosφdθ ∧ dφを得る. また, これより∫
Oξ

ω =

∫
[−π,π)×[−π

2
,π
2
)

f ∗ω

=

∫∫
[−π,π)×[−π

2
,π
2
)

r cosφdθdφ

= 4πr

となる.
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第 4章 シンプレクティック商

§4.1 運動量写像

この節では運動量写像の定義と基本的な性質について解説する.

以下ではGを Lie群, gをGの Lie環, g∗を gの双対空間とする.

定義 4.1.1 Lie群Gがシンプレクティック多様体 (M,ω)に右から作用して
いるとき, g ∈ Gに対して写像Rg : M → M をRg(p) := pgと定める. 任意の
g ∈ Gに対してR∗

gω = ωとなるとき, Gの作用は ωを保つという.

定義 4.1.2 シンプレクティック多様体 (M,ω)へのGの右作用が ωを保つ
とする. 写像 µ : M → g∗が次の条件を満たすとき, µをGの作用についての
運動量写像とよぶ.

• 任意の点 p ∈ M と g ∈ Gに対して µ(pg) = µ(p)g. ただし右辺の µ(p)g

は余随伴作用.

• 任意の X ∈ gに対して µX ∈ C∞(M)を点 p ∈ M に対して µX(p) :=

〈µ(p), X〉と定める. このとき, i(X#)ω = −dµX .

運動量写像 µ :M → g∗が存在するとき, Gの (M,ω)への作用をHamilton

作用とよぶ.

一般に, シンプレクティック形式を保つ Lie群の作用が, いつでも運動量写像
を持つという訳ではない.

例 4.1.3 Cnの点を z = (z1, . . . , zn)と表し, (M,ω) := (Cn,
√
−1
2

∑n
i=1 dzi ∧

dz̄i)とする. また S1 := {eiθ ∈ C}のCnへの作用Cn × S1 → Cnを (z, eiθ) 7→
zeiθ := (z1e

iθ, . . . , zne
iθ)とする. このとき

R∗
eiθω =

√
−1

2

n∑
i=1

d(zi ◦Reiθ) ∧ d(z̄i ◦Reiθ)

=

√
−1

2

n∑
i=1

d(zie
iθ) ∧ dzieiθ

=

√
−1

2

n∑
i=1

eiθdzi ∧ e−iθdz̄i

= ω
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より S1の作用は ωを保つ. 次に, S1の単位元は 1 ∈ Cであり, S1の Lie環 g

の基底を
( ∂

∂θ

)
1
, g∗の基底を (dθ)1と表す. このとき, X = a

( ∂

∂θ

)
1
∈ gに対

して Cn上の基本ベクトル場X#はX#
z = d

dt

∣∣
t=0
zeiat ∈ TzCnとなる. ここで,

C∞級写像 µ : Cn → g∗を

µ(z) :=
1

2

n∑
i=1

|zi|2(dθ)1

と定めると µ(zeiθ) = µ(z)であるが, S1の積が可換で余随伴作用が自明である
ことから µ(zeiθ) = Ad∗

eiθ
µ(z)となる. また, µX(z) =

a
2

∑n
i=1 |zi|2であり

i(X#)ω = (

√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i)(
d

dt

∣∣∣
t=0
eiatz, ·)

=

√
−1

2

n∑
i=1

(
d

dt

∣∣∣
t=0
eiatzidz̄i −

d

dt

∣∣∣
t=0
eiatzidzi)

= −a
2

n∑
i=1

d|zi|2

= −dµX

となる. したがって, µ : Cn → g∗は運動量写像である.

例4.1.4 (M,ω) := (Cn,
√
−1
2

∑n
i=1 dzi∧dz̄i)とする. 点 (z1, . . . , zn) ∈ Cnを

行ベクトルz := [z1 · · · zn]と同一視し, U(n)のCnへの右作用Cn×U(n) → Cn

を (z, A) 7→ zAとする. このとき, A = [aij] ∈ U(n)とすると

R∗
Aω =

√
−1

2

n∑
i=1

d(zi ◦RA) ∧ d(z̄i ◦RA)

=

√
−1

2

n∑
i=1

d(
n∑
j=1

ajizj) ∧ d
n∑
k=1

akizk

=

√
−1

2

n∑
j,k=1

n∑
i=1

ajiakidzj ∧ dz̄k

= ω

より U(n)の作用は ωを保つ. 次に, X ∈ u(n)に対してCn上の基本ベクトル
場 X#は X#

z = d
dt

∣∣
t=0

zetX ∈ TzCnとなる. ここで, u(n)∗ = {ξ ∈ Mn(C) :
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tξ̄ + ξ = 0}とし, C∞級写像 µ : Cn → u(n)∗を

µ(z) := −
√
−1

2
tz̄z = [−

√
−1

2
z̄izj]

と定めると
µ(zA) = −

√
−1

2
tĀtz̄zA = Ad∗Aµ(z)

となる. また, X = [Xij] ∈ u(n)に対して µX(z) = −
√
−1
2

∑n
i,j=1 z̄izjXijであり

i(X#)ω = (

√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i)(
d

dt

∣∣∣
t=0
zetX , ·)

=

√
−1

2

n∑
i=1

(
n∑
j=1

Xijzjdz̄i −
n∑
j=1

Xijzjdzi)

=

√
−1

2

n∑
i=1

(
n∑
j=1

Xijzjdz̄i +
n∑
j=1

Xjizjdzi)

= −dµX

となる. したがって, µ : Cn → u(n)∗は運動量写像である.

以下では, G,H を Lie群, g, hをそれぞれ G,H の Lie環, g∗, h∗をそれぞれ
g, hの双対空間とする. ここでは, Gの随伴作用G×g → gを (g,X) 7→ AdG,gX

と書き, 同様に, Hの随伴作用H × h → hを (h, Y ) 7→ AdH,hY と書くことにす
る. また, Gの余随伴作用 g∗ × G → g∗を (ξ, g) 7→ Ad∗G,gξと書き, 同様に, H

の余随伴作用 h∗ ×H → h∗を (ζ, h) 7→ Ad∗H,hζ と書くことにする.

C∞級写像 ρ : H → Gが群の準同型写像であるとき, ρを Lie群の準同型写
像という. このとき, ρは微分 ρ∗ : h → gと引き戻し ρ∗ : g∗ → h∗を誘導する.

補題 4.1.5 任意の ξ ∈ g∗, h ∈ Hに対して

ρ∗(Ad∗G,ρ(h)ξ) = Ad∗H,h(ρ
∗ξ).

証明 任意のX ∈ hに対して, 曲線 c : (−ε, ε) → Hを c(0) = eH , ċ(0) = X

とする. ただし, eH はHの単位元である. このとき

〈ρ∗(Ad∗G,ρ(h)ξ), X〉 = 〈ξ, AdG,ρ(h)ρ∗X〉
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= 〈ξ, AdG,ρ(h)
d

dt

∣∣
t=0
ρ(c(t))〉

= 〈ξ, d
dt

∣∣
t=0
ρ(hc(t)h−1)〉

= 〈ξ, ρ∗(AdH,hX)〉
= 〈Ad∗H,h(ρ∗ξ), X〉.

したがって, ρ∗(Ad∗G,ρ(h)ξ) = Ad∗H,h(ρ
∗ξ)となる. □

補題 4.1.6 Gがシンプレクティック多様体 (M,ω)に右から作用している
とき, 写像M ×H →M , (p, h) 7→ pρ(h), はHの (M,ω)への右作用となる. こ
のとき, Gの作用が ωを保つならばHの作用も ωを保ち, さらに, Gの作用に
ついての運動量写像 µ : M → g∗が存在するとき, 写像 ρ∗µ : M → h∗はH の
作用についての運動量写像となる.

証明 任意の g ∈ Gに対して, 写像RG,g :M →MをRG,g(p) := pgとし, 同
様に, 任意の h ∈ Hに対して写像RH,h : M → M をRH,h(p) := pρ(h)とする.

このとき, 任意の h ∈ Hに対してR∗
H,hω = R∗

G,ρ(h)ω = ωとなり, Hの作用は ω

を保つ. 次に, 任意の点 p ∈M と h ∈ Hに対して

(ρ∗µ)(pρ(h)) = ρ∗(µ(pρ(h)))

= ρ∗(Ad∗G,ρ(h)µ(p))

= Ad∗H,h(ρ
∗µ(p)).

また, 任意の X ∈ h に対して (ρ∗µ)X ∈ C∞(M) を, 点 p ∈ M に対して
(ρ∗µ)X(p) := 〈(ρ∗µ)(p), X〉と定めると

(ρ∗µ)X(p) := 〈(ρ∗µ)(p), X〉
= 〈µ(p), ρ∗X〉
= µρ∗X(p).

したがって,

i((ρ∗X)#)ω = −dµρ∗X
= −d(ρ∗µ)X .

これより, ρ∗µ :M → h∗はHの作用についての運動量写像である. □
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次の補題は直積を考えることにより直ちに示される.

補題 4.1.7 Lie群G1がシンプレクティック多様体 (M1, ω1)にHamilton作
用しているとし, µ1 :M1 → g∗1をその運動量写像とする. 同様に, Lie群G2がシ
ンプレクティック多様体 (M2, ω2)にHamilton作用しているとし, µ2 :M2 → g∗2
をその運動量写像とする. このとき, 各 i = 1, 2に対して πi :M1×M2 →Miを
第 i成分への射影とすると, (M1×M2, π

∗
1ω1+π∗

2ω2)はシンプレクティック多様
体であり, さらに写像 (M1×M2)× (G1×G2) →M1×M2, ((p1, p2), (g1, g2)) 7→
(p1g1, p2g2),はµ1⊕µ2 :M1×M2 → g∗1⊕g∗2, (µ1⊕µ2)(p1, p2) := (µ1(p1), µ2(p2)),

を運動量写像とするHamilton作用である.

Lie群 Gに対して準同型写像 ρ : G → G × Gを, 任意の g ∈ Gに対して
ρ(g) := (g, g)とする. このとき,引き戻しρ∗ : g∗⊕g∗ → g∗はρ∗(ξ1, ξ2) = ξ1+ξ2
となる. これと補題 4.1.6, 補題 4.1.7より次の補題を得る.

補題4.1.8 Lie群Gがシンプレクティック多様体 (M1, ω1), (M2, ω2)にHamil-

ton作用しているとし, それぞれの運動量写像をµ1 :M1 → g∗, µ2 :M2 → g∗と
する. このときGの (M1×M2, π

∗
1ω1+π

∗
2ω2)への対角作用 (M1×M2)×G→M1×

M2, (p1, p2)g := (p1g, p2g), はHamilton作用であり, 写像 µ : M1 ×M2 → g∗,

µ(p1, p2) := µ1(p1) + µ2(p2), はこの対角作用についての運動量写像である.

また補題 4.1.8を帰納的に繰り返すことにより, 直積成分が２つ以上の対角
作用についての運動量写像も各直積成分の運動量写像の和になる.

例 4.1.9 例 4.1.3における, S1のCnへの作用に関する運動量写像は, S1の
(C,

√
−1
2
dz ∧ z̄)の n個の直積への対角作用とみなして, µ(z) = 1

2

∑n
i=1 |zi|2(dθ)1

と計算することもできる.

例 4.1.10 複素係数の n× k行列全体のなす集合Mn,k(C)の座標をz11 z1k
...

...
...

zn1 znk


と表し, Mn,k(C)上のシンプレクティック形式をω :=

√
−1
2

∑n
i=1

∑k
j=1 dzij∧dz̄ij

とする. また, U(k)のMn,k(C)への右作用Mn,k(C) × U(n) → Mn,k(C)を
(Z,A) 7→ ZAとする. ここで, 各 iに対して行ベクトル zi := [zi1 · · · zik]を用
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いると, Z ∈ Mn,k(C)は Z =

z1

...

zn

と表すことができ, Mn,k(C)は Ck の n個

の直積 (Ck)nと見なすことができる. さらに, U(k)のMn,k(C)への右作用は,

U(k)の (Ck)nへの対角作用と見なすことができるので, 例 4.1.4と補題 4.1.8よ
り, C∞級写像 µ :Mn,k(C) → u(k)∗

µ(Z) = −
√
−1

2

n∑
l=1

tz̄lzl = [−
√
−1

2

n∑
l=1

z̄lizlj]

は運動量写像となる.

この節の最後に余随伴軌道の運動量写像について述べる. Gを Lie群とし,

ξ ∈ g∗に対してOξを余随伴軌道とする. このときOξ上のKirillov–Kostant–

Souriau形式 ωは点 p ∈ OξとX,Y ∈ gに対して

ωp(X
#
p , Y

#
p ) := 〈p, [X,Y ]〉

で与えられた. 以下ではGの余随伴作用を (Oξ, ω)に制限して考える.

補題 4.1.11 GのOξへの作用は ωを保つ.

証明 X ∈ gに対して, 曲線 c : (−ε, ε) → Gを c(0) = e, ċ(0) = X とする.

このとき, 任意の g ∈ Gに対して

Rg∗X
#
p = Rg∗

d

dt

∣∣∣
t=0
pc(t)

=
d

dt

∣∣∣
t=0
pc(t)g

=
d

dt

∣∣∣
t=0
pgg−1c(t)g

= (Adg−1X)#pg.

したがって,

(R∗
gω)p(X

#
p , Y

#
p ) = ωpg(Rg∗X

#
p , Rg∗Y

#
p )

= 〈pg, [Adg−1X,Adg−1Y ]〉
= 〈pg, Adg−1 [X,Y ]〉
= 〈p, [X,Y ]〉
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= ωp(X
#
p , Y

#
p )

よりGの作用は ωを保つ. □

C∞級写像 µ : Oξ → g∗を
µ(p) := p

と定める. 定義より直ちに µ(pg) = µ(p)gが成り立つ.

補題 4.1.12 i(X#)ω = −dµX .

証明 曲線 c : (−ε, ε) → Gを c(0) = e, ċ(0) = Y とすると

(i(X#)ω)p(Y
#
p ) = ωp(X

#
p , Y

#
p )

= 〈p, [X,Y ]〉
= −〈p, [Y,X]〉

= −〈p, d
dt

∣∣∣
t=0
Adc(t)X〉

= − d

dt

∣∣∣
t=0

〈p,Adc(t)X〉

= − d

dt

∣∣∣
t=0

〈pc(t), X〉

= − d

dt

∣∣∣
t=0

〈µ(pc(t)), X〉

= − d

dt

∣∣∣
t=0
µX(pc(t))

= −(dµX)p(Y
#
p )

より i(X#)ω = −dµX となる. □

以上をまとめて次の命題を得る.

命題 4.1.13 C∞級写像 µ : Oξ → g∗, µ(p) := p, はGの (Oξ, ω)への作用
についての運動量写像である.

§4.2 シンプレクティック商

この節ではシンプレクティック商について解説する.

まず,運動量写像の正則値の逆像を理解するために,補題をいくつか準備する.
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補題 4.2.1 Lie群Gがシンプレクティック多様体 (M,ω)にHamilton作用
しているとし, µ :M → g∗をその運動量写像とする. このとき, 点 p ∈M に対
して

Ker(dµ)p = {v ∈ TpM :任意のX ∈ gに対してωp(v,X#
p ) = 0}

が成り立つ.

証明 v ∈ TpM に対して曲線 c : (−ε, ε) → M を c(0) = p, ċ(0) = vとする
と, 任意のX ∈ gに対して

〈(dµ)p(v), X〉 =
d

dt

∣∣∣
t=0

〈µ(c(t)), X〉

=
d

dt

∣∣∣
t=0
µX(c(t))

= (dµX)p(v)

= ωp(v,X
#
p )

となる. したがって, (dµ)p(v) = 0と, 任意のX ∈ gに対して ωp(v,X
#
p ) = 0と

なることは同値である. □

補題 4.2.2 Lie群Gがシンプレクティック多様体 (M,ω)にHamilton作用
しているとし, µ :M → g∗をその運動量写像とする. このとき, dim{X#

p : X ∈
g} = dimGならば (dµ)p : TpM → Tµ(p)g

∗は全射である.

証明 TpM の部分空間 V に対して

V ⊥ := {u ∈ TpM :任意の v ∈ V に対してωp(u, v) = 0}

と定めると, dimTpM = dimV + dimV ⊥, (V ⊥)⊥ = V である. したがって, 補
題 4.2.1と仮定より

dim Im(dµ)p = dimTpM − dimKer(dµ)p

= dim(Ker(dµp))
⊥

= dim{v ∈ TpM :任意のX ∈ gに対してωp(v,X#
p ) = 0}⊥

= dim{X#
p : X ∈ g}

= dimG.

これより, (dµ)p : TpM → Tµ(p)g
∗は全射である. □
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補題 4.2.3 Lie群GがM に右から作用しているとする. 点 p ∈ M の固定
化部分群Gpが離散群ならば, dim{X#

p : X ∈ g} = dimGである.

証明 任意の g ∈ Gに対して微分同相写像 R̃g : G→ Gを R̃g(x) := xgと定
める. また, X ∈ gに対してG上のベクトル場 X̃ を X̃g := (R̃g)∗X と定め, 曲
線 c : (−ε, ε) → Gを c(0) = eとなる X̃の積分曲線とすると,

d

dt
c(t) = X̃c(t)

= (R̃c(t))∗X

= (R̃c(t))∗
d

ds

∣∣∣
s=0

c(s)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

R̃c(t)c(s)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

c(s)c(t)

となる. ここで, X#
p = d

ds

∣∣
s=0

pc(s) = 0とすると, d
dt
pc(t) = d

ds

∣∣
s=0

pc(s)c(t) = 0

より pc(t) = pとなる. したがって, Gpは離散群なので c(t) = eとなり, X̃ = 0

すなわちX = 0となる. これより, 写像 g → TpM , X 7→ X#
p , が単射であるこ

とが言えたので, dim{X#
p : X ∈ g} = dimGが成り立つ. □

補題 4.2.2, 4.2.3より次の系を得る.

系 4.2.4 Lie群 Gがシンプレクティック多様体 (M,ω)に Hamilton作用
しているとし, µ : M → g∗ をその運動量写像とする. ξ ∈ g∗ に対して各点
p ∈ µ−1(ξ)の固定化部分群 Gpが離散群ならば, ξは µの正則値であり, した
がって, µ−1(ξ)はM の (dimM − dimG)次元部分多様体となる.

この系よりただちに次の定理の前半の主張がしたがう.

定理 4.2.5（Marsden–Weinsteinの定理） コンパクトLie群Gがシンプ
レクティック多様体 (M,ω)にHamilton作用しているとし, µ :M → g∗をその
運動量写像とする. このとき ξ ∈ g∗に対して次を仮定する.

• 任意の g ∈ Gに対して ξg = ξ. ただし左辺は余随伴作用.

• 各点 p ∈ µ−1(ξ)の固定化部分群Gpは離散群.

このとき, Gは µ−1(ξ)に作用し, 商空間 µ−1(ξ)/Gは (dimM − 2 dimG)次元
C∞級多様体となる. さらに, i : µ−1(ξ) →M を自然な埋め込み, π : µ−1(ξ) →
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µ−1(ξ)/Gを射影とすると, µ−1(ξ)/G上のシンプレクティック形式 ωで π∗ω =

i∗ωとなるものが存在する.

定理 4.2.5で得られるシンプレクティック多様体 (µ−1(ξ)/G, ω)をシンプレク
ティック商, シンプレクティック簡約, またはMarsden–Weinstein簡約など
とよぶ.

証明 まず, 系 4.2.4より µ−1(ξ)は (dimM − dimG)次元C∞級多様体とな
る. また, 任意の g ∈ Gに対して ξg = ξより, p ∈ µ−1(ξ)ならば

µ(pg) = µ(p)g = ξg = ξ

となり, Gは µ−1(ξ)に作用する. したがってGはコンパクトで µ−1(ξ)への作
用は自由なので, 商空間 µ−1(ξ)/Gは (dimM − 2 dimG)次元 C∞級多様体と
なる.

次に,点p ∈ µ−1(ξ)において任意のX ∈ gとv ∈ Tpµ
−1(ξ)に対してωp(X

#
p , v) =

0となる. 実際に, 曲線 c : (−ε, ε) → µ−1(ξ)を c(0) = p, ċ(0) = vとすると

ωp(X
#
p , v) = −(dµX)p(v)

= − d

dt

∣∣∣
t=0
µX(c(t))

= − d

dt

∣∣∣
t=0

〈µ(c(t)), X〉

= − d

dt

∣∣∣
t=0

〈ξ,X〉
= 0

となる. これを用いて µ−1(ξ)/G上の 2次微分形式 ωを, 各点 p ∈ µ−1(ξ)/Gと
u, v ∈ Tp(µ

−1(ξ)/G)に対して

ωp(u, v) := ωp(u, v)

と定める. ただし, π : µ−1(ξ) → µ−1(ξ)/Gを射影とし, p ∈ µ−1(ξ)は π(p) = p,

u, v ∈ Tpµ
−1(ξ)は π∗u = u, π∗v = vとなるものとする. このとき, ωp(u, v)は

p, u, vの選び方によらない. 実際に, まず u, u′ ∈ Tpµ
−1(ξ)を π∗u = π∗u

′ = u

とすると, µ−1(ξ)/GはGの作用による商空間なので, あるX ∈ gが存在して
u′ = u+X#

p となる. したがって,

ωp(u
′, v) = ωp(u+X#

p , v)
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= ωp(u, v) + ωp(X
#
p , v)

= ωp(u, v)

となり, u, u′ ∈ Tpµ
−1(ξ)の選び方によらない. vについても同様である. また,

p, p′ ∈ µ−1(ξ)を π(p) = π(p′) = pとすると, ある g ∈ Gが存在して p′ = pgと
なる. したがって, u, v ∈ Tpµ

−1(ξ)に対してu′ := (Rg)∗u, v
′ := (Rg)∗vとすると

ωp′(u
′, v′) = ωpg((Rg)∗u, (Rg)∗v)

= (R∗
gω)p(u, v)

= ωp(u, v)

となり, p, p′ ∈ µ−1(ξ)の選び方によらない. また, 定義より π∗ω = i∗ωである.

ωが非退化であることは, まず u ∈ Tp(µ
−1(ξ)/G)が任意の v ∈ Tp(µ

−1(ξ)/G)

に対して ωp(u, v) = 0となるとき, ωの定義より u ∈ Tpµ
−1(ξ)が任意の v ∈

Tpµ
−1(ξ)に対して ωp(u, v) = 0となる. したがって, Tpµ

−1(ξ) = Ker(dµ)p
より u ∈ (Ker(dµ)p)

⊥. また補題 4.2.1より Ker(dµ)p = {X#
p : X ∈ g}⊥ で

u ∈ {X#
p : X ∈ g}となる. したがって, u = 0より, ωは非退化である.

最後にdω = 0は,各点 p ∈ µ−1(ξ)において (π∗)p : Tpµ
−1(ξ) → Tp(µ

−1(ξ)/G)

は全射で, π∗
p : T

∗
p (µ

−1(ξ)/G) → T ∗
pµ

−1(ξ)は単射となり,

π∗dω = dπ∗ω = di∗ω = i∗dω = 0

で dω = 0である. □

この節の残りでシンプレクティック商の例を挙げる.

例 4.2.6 S1 := {eiθ ∈ C}のLie環の双対空間 g∗の基底を (dθ)1とし, S1の
(M,ω) := (Cn,

√
−1
2

∑n
i=1 dzi∧dz̄i)への作用Cn×S1 → Cnを ((z1, . . . , zn), e

iθ) 7→
(z1e

iθ, . . . , zne
iθ)とする. このとき, C∞級写像 µ : Cn → g∗を

µ(z1, . . . , zn) :=
1

2

n∑
i=1

|zi|2(dθ)1

と定めると, これは運動量写像であった. したがって, ξ := 1
2
(dθ)1に対して

µ−1(ξ)/S1 =
{
(z1, . . . , zn) ∈ Cn :

n∑
i=1

|zi|2 = 1
}
/S1
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となる. また, 点 (z1, . . . , zn) ∈ µ−1(ξ)に列ベクトル

z1...
zn

 ∈ Cnの張るCnの 1

次元部分空間を対応させることにより, µ−1(ξ)/S1はC∞級多様体としてCP n−1

となる.

例 4.2.6を一般化することにより次を得る.

例 4.2.7 複素係数の n× k行列全体のなす集合Mn,k(C)の座標をz11 z1k
...

...
...

zn1 znk


とし, Mn,k(C)上のシンプレクティック形式を ω :=

√
−1
2

∑n
i=1

∑k
j=1 dzij ∧ dz̄ij

とする. また, U(k)のMn,k(C)への右作用Mn,k(C) × U(n) → Mn,k(C)を
(Z,A) 7→ ZAとする. このとき, C∞級写像Mn,k(C) → u(k)∗を

µ(Z) = −
√
−1

2

n∑
l=1

tz̄lzl = [−
√
−1

2

n∑
l=1

z̄lizlj]

と定めると,これは運動量写像であった. ただし,各 iに対してzi := [zi1 · · · zik]

を行ベクトルとし, 点 Z ∈ Mn,k(C)を Z =

z1

...

zn

としている. したがって, E

を k次単行列, ξ := −
√
−1
2
Eとすると,

µ−1(ξ)/U(k) =
{
Z ∈Mn,k(C) :

n∑
l=1

z̄lizlj = δij

}
/U(k)

となる. また, 点 Z ∈ µ−1(ξ)を Cn の標準 Hermite内積に関して正規直交

する k 本の列ベクトルの組 (

z11...
zn1

 , . . . ,
z1k...
znk

)とみなすと, 点 Z ∈ µ−1(ξ)

に

z11...
zn1

 , . . . ,
z1k...
znk

 の張る Cn の k 次元部分空間を対応させることにより,
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µ−1(ξ)/U(k)は C∞ 級多様体として Cn の k 次元部分空間全体のなす Grass-

mann多様体Gr(k, n)となる.

例 4.2.8 各 i = 1, . . . , nに対して正の実数 ri > 0を固定し r = (r1, . . . , rn)

とする. ここではR3のベクトルを縦ベクトルで表し, 3次特殊直交群SO(3)の
(R3)nへの右作作用 (R3)n × SO(3) → (R3)nを

((x1, . . . ,xn), A) 7→ (tAx1, . . . ,
tAxn)

とする. このときPolygon空間Mn(r)を

Mn(r) :=
{
(x1, . . . ,xn) ∈ (R3)n :

|xi| = ri (i = 1, . . . , n)

x1 + · · ·+ xn = 0

}
/SO(3)

と定める.

以下では, rが一般的な場合にMn(r)がシンプレクティック多様体になるこ
とを示す.

補題 4.2.9 A ∈ SO(3)は 1を固有値に持つ.

証明 単位行列をEとすると tA = A−1, detA = 1より

det(E − A) = det t(E − A)

= det(E − tA)

= det(A− E)A−1

= det(A− E) detA−1

= (−1)3 det(E − A)

となり, det(E − A) = 0すなわち 1はAの固有値となる. □

この補題と, R3の線形変換x 7→ Axは標準内積を保つことから, 単位行列で
ないA ∈ SO(3)の表すR3の線形変換はAの固有値 1の固有ベクトルの方向を
軸とする回転となる.

命題 4.2.10 任意の εi ∈ {1,−1}に対して∑n
i=1 εiri 6= 0ならば, Mn(r)は

(2n− 6)次元シンプレクティック多様体である.

証明 Lie環 so(3)を例 3.3.8にあるように R3と同一視すると, 余随伴作用
so(3)∗ × SO(3) → so(3)∗はR3 × SO(3) → R3, (x, A) 7→ tAx, となる. このと
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き, ξi ∈ R3を |ξi| = riとすると余随伴軌道Oξiは原点を中心とする半径 riの 2

次元球面であり, 命題 4.1.13より SO(3)のOξiへの作用についての運動量写像
µi : Oξi → R3は µi(x) = xとなる. したがって, 補題 4.1.8より SO(3)の直積
Oξ1 × · · · ×Oξnへの対角作用に関する運動量写像 µ : Oξ1 × · · · ×Oξn → R3は
µ(x1, . . . ,xn) = x1 + · · ·+ xnとなる.

ここで, 点 (x1, . . . ,xn) ∈ µ−1(0)が単位行列でない A ∈ SO(3)に対して
(tAx1, . . . ,

tAxn) = (x1, . . . ,xn)であるとすると, 各 xiは tAの固有値 1の固
有ベクトルで tAの回転の軸に平行となる. したがって, ある εi ∈ {1,−1}
が存在して∑n

i=1 εiri = 0となるが, これは仮定に矛盾する. これより各点
(x1, . . . ,xn) ∈ µ−1(0)に対して, その固定化部分群が自明であることがわかり,

定理 4.2.5よりMn(r) = µ−1(0)/SO(3)はシンプレクティク商として (2n−6)次
元シンプレクティック多様体となる. □

§4.3 複素射影空間上のシンプレクティック形式

(M,ω) := (Cn,
√
−1
2

∑n
i=1 dzi ∧ dz̄i)とするとき, S1 := {eiθ ∈ C : θ ∈ R}

の Cnへの作用 Cn × S1 → Cn, ((z1, . . . , zn), e
iθ) 7→ (eiθz1, . . . , e

iθzn), は写像
µ : Cn → 〈(dθ)1〉, µ(z) := 1

2

∑n
i=1 |zi|2(dθ)1, を運動量写像に持つHamilton作

用であった. このとき, ξ := 1
2
(dθ)1に対して

µ−1(ξ)/S1 =
{
z ∈ Cn :

n∑
i=1

|zi|2 = 1
}
/S1

となる. また, ωFS を複素射影空間 CP n−1上の Fubini–Study計量から定まる
Kähler形式とする. このとき, 次の命題が成り立つ.

命題 4.3.1 シンプレクティック商 (µ−1(ξ)/S1, ω)と (CP n−1, ωFS)はシンプ
レクティック微分同相である.

証明 Cnの原点を 0と表すとき, (z1, . . . , zn) ∈ Cn \ {0}の表す商空間 (Cn \
{0})/S1の点を [(z1, . . . , zn)]と書くことにする. また, S2n−1からの射影と埋め
込みを

π : S2n−1 → S2n−1/S1, i : S2n−1 → Cn \ {0},

(Cn \ {0})/S1への埋め込みと射影を

j : S2n−1/S1 → (Cn \ {0})/S1, p : Cn \ {0} → (Cn \ {0})/S1
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とすると j ◦ π = p ◦ iが成り立つ. 次に, 写像 ϕ : (Cn \ {0})/S1 → CP n−1を

ϕ([(z1, . . . , zn)]) := [z1 : · · · : zn]

と定めると, ϕ ◦ p : Cn \ {0} → CP n−1は正則写像となり, ϕ ◦ j : S2n−1/S1 →
CP n−1は微分同相写像となる.

CP n−1の非斉次座標近傍 U := {[1 : w1 : · · · : wn−1] ∈ CP n−1}上で ωFSは

ωFS =

√
−1

2
∂∂̄ log(1 +

n−1∑
i=1

|wi|2)

と表されるが, ∂∂̄ log |z1|2 = 0に注意すると,

p∗ϕ∗ωFS = (ϕ ◦ p)∗
√
−1

2
∂∂̄ log(1 +

n−1∑
i=1

|wi|2)

=

√
−1

2
∂∂̄(ϕ ◦ p)∗ log(1 +

n−1∑
i=1

|wi|2)

=

√
−1

2
∂∂̄ log(1 +

n∑
i=2

∣∣∣ zi
z1

∣∣∣2)
=

√
−1

2
∂∂̄{log(

n∑
i=1

|zi|2)− log |z1|2}

=

√
−1

2
∂∂̄ log(

n∑
i=1

|zi|2)

=

√
−1

2

n∑
i,j=1

δij|z|2 − zj z̄i
|z|4

dzi ∧ dz̄j

となる. ここで, zi = xi +
√
−1yi, xi, yi ∈ Rとすると

n∑
i,j=1

zj z̄idzi ∧ dz̄j =
√
−1d|z|2 ∧

n∑
i=1

(yidxi − xidyi)

より i∗|z|2 = 1, i∗d|z|2 = di∗|z|2 = d1 = 0に注意して

i∗p∗ϕ∗ωFS = i∗
√
−1

2

n∑
i,j=1

δij|z|2 − zj z̄i
|z|4

dzi ∧ dz̄j
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= i∗
√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i

となる. したがって, j ◦ π = p ◦ iより

π∗j∗ϕ∗ωFS = i∗p∗ϕ∗ωFS = i∗
√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i

である. この右辺はシンプレクティック商の構成における π∗ω = i∗ωに等し
く, さらに π∗が単射であることから (ϕ ◦ j)∗ωFS = ωを得る. したがって, 微
分同相写像 ϕ ◦ j : S2n−1/S1 → CP n−1は (ϕ ◦ j)∗ωFS = ωを満たすことから
(S2n−1/S1, ω)と (CP n−1, ωFS)はシンプレクティック微分同相である. □
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おわりに

一通り本稿を書き終えてみて, とりあえず当初の目標であった Kähler多様
体, 余随伴軌道, シンプレクティック商のシンプレクティック多様体としての解
説と基本的な例の計算については簡潔にまとめることができたのではないかと
思っている. ただやはり, ここまで書いておいてトーリック多様体について何
も述べないのは中途半端であると改めて感じた. トーリック多様体については
[2][3][6][7][8][9]に素晴らしい解説があるが, いつか機会があれば筆者なりの解
説を第 5章として加筆してみたい.

また, 本稿の基になった授業に出席していた学生たちと, 本稿を執筆してい
たときに修士論文の指導をしていた大学院生たちには, 彼らへの指導を通して
筆者自身がシンプレクティック多様体についての学び直しの機会をいただいた
ことに大変感謝している. どうもありがとうございました.

2023年 1月
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